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Introduccion

Aqui va el rollo.
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Notacion basica

La siguiente notacién sera utilizada:

AABC
|ABC
|ABCD|
AB
AB
AB
LA
£LBAC
AB

ma

el triangulo de vértices A, By C
area del triangulo AABC

area del cuadrildtero ABC'D

el segmento de extremos Ay B
la linea por los puntos Ay B

la longitud del segmento AB
angulo de vértice A

angulo formado por BAy CA
elarcode Aa B

la mediana desde el vértice A
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Capitulo 1

Conceptos y teoremas basicos

1.1. Angulos entre paralelas.

Consideremos un par de lineas paralelas ¢ y m en el plano. Ahora, supongamos
que una linea corta a [ y m y observemos los angulos que ésta forma con ellas.
Los dngulos mantienen las siguientes relaciones:

DY

(a) £1 = 42y se llaman angulos opuestos por el vértice,
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(b) £1 = 43y se llaman angulos alternos internos,
(c) £1 = £4 y se llaman dngulos correspondientes,

(d) £2 = 44y se llaman angulos alternos externos.

Ademas, tenemos que £4 + £5 = 180° y decimos que £4 y £5 son suplemen-
tarios. Aprovechando estas relaciones de dngulos podemos demostrar (justificar
mediante argumentos vélidos) el siguiente teorema basico:

Teorema 1.1.1 La suma de los dngulos internos de un triangulo es 180°.

Demostracion. Se traza un linea ¢, paralela a BC, por el vértice A. De esta manera
obtenemos las igualdades de dngulos marcados en la figura. Como sabemos que
un angulo llano mide 180°, tenemos que o + 6 + 5 = 180°. O

A l

B C

Ahora veremos algunas aplicaciones de este teorema.

Ejemplo 1.1.1 En el triangulo AABC, LCAB + £LABC = 110°, y D es un
punto sobre el segmento AB tal que CD = CB y ADCA = 10°. Calcula el
valor del angulo £C'AB.

C

10
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Solucién. La suma de los dngulos interiores del triangulo AABC' es 180°. Como
LA+ £B = 110°, entonces £ BC' A debe ser 70°. Si L DCA = 10°, L BCD =
70° — 10° = 60°. Ademas, el triangulo ABCD es isésceles, con CD = CB,
de modo que £ DBC = £CDB. Ahora, la suma de los dngulos interiores del
triangulo BC'D es 180°, de donde £ DBC = £CDB = 60°. Por ultimo, en el
triangulo AACD, el angulo exterior £C'DB es la suma de los angulos interiores
opuestos £ Ay L DCA. Por lo tanto, {A = LCDB—ADCA = 60°—10° = 50°.

C
/N
B D A

Ejemplo 1.1.2 En la siguiente figura, jcuanto vale la suma de los angulos a,

Solucion. Considerando el tridngulo AABC' obtenemos que a+c+ f+g+d =
180°, pero de los tridngulos ABCD y AFED obtenemos que f+ g =0b+e.
Por lo tanto, a + b+ ¢+ d + e = 180°.
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1.1.1. Problemas

Problema 1.1 Encuentra cudnto vale el angulo exterior 6 en la siguiente figura
si son conocidos los angulos o = 62° y 3 = T1°.

A

a

>

B
B C

Problema 1.2 Encuentra cudnto vale el angulo x en la siguiente figura.

Problema 1.3 En la figura, los triangulos APAB y APCD son idénticos. Si
el angulo LAPC = 67° y el dangulo LKCPD = 38°, jcuanto mide el angulo

ABPC?
P




1.2 Angulos en circunferencias 5

Problema 1.4 E/ trapecio isésceles ABC'D es tal que AD = AB = BC =1
y DC = 2, donde AB es paralelo a DC'. jCuanto mide el angulo ZCAD?

B A

Problema 1.5 Encuentra cudnto vale la suma de los angulos internos de un
poligono convexo ! de n vértices.

1.2. Angulos en circunferencias

Dado un angulo y una circunferencia, podemos hacer una equivalencia entre el
valor de este angulo y los arcos que interseca sobre la circunferencia. La forma
de calcular el valor del angulo dependera del lugar donde se encuentre el vértice
y de la forma en que sus lados intersecten la circunferencia. Veamos cada uno
de ellos y la manera de calcularlos:

Definicién 1.2.1 Un dngulo central es el que tiene su vértice en el centro de
un circulo y su valor es equivalente al arco que interseca medido en radianes 2,
es decir « = AB. 3

1Una figura se dice que es convexa, si para cualesquiera dos puntos en ella, el segmento
que los une estd totalmente contenido en la figura.

2Un radidn es la medida de un dngulo central que interseca un arco que tiene longitud igual
a un radio de la circunferencia.

3Con XY denotamos al arco de la circunferencia entre los puntos X y Y.
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A

Definicién 1.2.2 Un angulo inscrito es el que tiene su vértice sobre la circun-
ferencia y los lados que lo forman son cuerdas de la circunferencia. Su valor es
equivalente a la mitad del arco que interseca, es decir « = AB/2.

A

Definicién 1.2.3 Un adngulo semi-inscrito es el que tiene su vértice sobre la
circunferencia y esta formado por una linea tangente y una secante. Su valor es
equivalente a la mitad del arco que interseca, es decir « = AB/2.

A

Teorema 1.2.1 E/ valor de un angulo inscrito es igual a la mitad del angulo
central que interseca el mismo arco.

Demostracion. Probaremos esto para el caso cuando uno de los lados del angulo
coincide con un didmetro:



1.2 Angulos en circunferencias 7

En la figura anterior, sean C'B un didametro, LACB = « (angulo inscrito)
y LAOB = 3 (angulo central). Debemos probar que o = g Observemos que
tanto O A como OC' son radios de la circunferencia, entonces el tridngulo £ AOC
es isésceles, esto es LACO = LCAO = «. Sabemos que = {AOB =
LACO 4+ £LCAO = a+ «, por lo tanto 3 = 2a. O

Ahora, faltaria demostrar lo anterior para los casos mostrados en las siguientes
figuras. Esto puede hacerse facilmente utilizando el caso que ya hemos probado,
pero esto se deja como ejercicio.

A

Sin embargo, el vértice de un dngulo no siempre estd en alguna de las posiciones
antes mencionadas, por lo que debemos encontrar una forma de calcular la medida
de un angulo cuyo vértice esté dentro o fuera del circulo en cuestién.

Teorema 1.2.2 [a magnitud del angulo entre dos lineas que se cortan dentro

de un circulo es equivalente a la semisuma de los arcos que cortan dichas lineas.
Es decir

 AB+CD

(67
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Demostracion. Trazamos el segmento C'B 'y de esta manera obtenemos el tridngu-
lo APCB. Como a = 3 4 6 tenemos

AB CD AB+CD
o= = .

O

2+2 2

Teorema 1.2.3 La magnitud del angulo entre dos lineas que se cortan fuera
de un circulo es igual a la semidiferencia de los arcos que cortan dichas lineas.
Es decir -
_AB-CD

4T T

Demostracion. Se traza el segmento DB, formandose asi el tridngulo APDB.
Como 6 = a+ (3, tenemos que o = # — 3, entonces
" AB Db AB-CD

o =

O

2 2 2

Ahora, veremos algunos ejemplos en los que se mostrara la utilidad de los teore-
mas anteriores.
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Ejemplo 1.2.1 Demuestra que el radio trazado hacia el punto de tangencia es
perpendicular a la tangente.

Demostracion. Sea A un punto sobre la circunferencia I' y O A el radio trazado
hacia éste. Por el punto A trazamos la recta ¢ perpendicular a OA. Claramente
! es tangente a I'. En caso contrario, supongamos que ¢ interseca a I', ademas
de en A, en otro punto B. Como OB también es radio, tenemos que el tridngulo
AOAB es isésceles, de lo cual tenemos que L ABO = £BAO = 90°. Clara-
mente esto es una contradiccidén, ya que entonces la suma de los dngulos del
tridngulo AOAB seria mayor que 180°. Por lo tanto, la recta ¢ es tangente a la
circunferencia en el punto A. 0J

Ejemplo 1.2.2 Las circunferencias C y Cy se intersecan en los puntos A y B.
Se traza una rectal quecortaaCyenC y D,yaCyen M y N, de tal manera que
Ay B quedan en distintos lados de |. Demuestra que {CAN + A M BD = 180°.

Co

Ch

Demostracion. Una recomendaciéon muy (til cuando tenemos dos circunferencias
que se cortan en dos puntos es trazar la cuerda comun. Trazamos entonces AB.
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Tenemos que LABD = £ AC'D = «, ya que ambos son dngulos inscritos en C}
los cuales intersecan el arco AD. De la misma manera, {ABM = L{ANM = {3,
ya que ambos son angulos inscritos en Cy. Por otro lado, si hacemos LC'AN = 6,
en el triangulo AAC'N tenemos que a + 5 + 6 = 180°. O

Ejemplo 1.2.3 Sea ABCD un cuadrildtero el cual tiene sus cuatro vértices
sobre una circunferencia. Las lineas AB y DC' se intersecan en un punto Q) y
las lineas DA y CB se intersecan en un punto P. Demuestra que las lineas que
bisectan los angulos £ DPC' y £ AQD son mutuamente perpendiculares.

Demostracion. Sea H el punto de interseccion de las dos bisectrices mencionadas.
Sean Y y X los puntos donde la bisectriz del £ AQ)D interseca a la circunferencia
y sean E y F' los puntos donde esta bisectriz interseca a los lados AD y BC.
Probar que L PH(@Q = 90° es equivalente a probar que el tridngulo APEF es
isdsceles. Para probar esto utilizaremos una técnica que resulta muy util al resolver
problemas y a la cual denominaremos ir hacia atrds. La idea es suponer valido el
resultado que queremos demostrar e ir observando que otros resultados también
serian validos. Se hace esto hasta que lleguemos a un resultado el cual sea facil
de demostrar o sea conocido por nosotros de alguna manera. Una vez hecho esto
tratamos de regresarnos siguiendo los pasos en orden inverso. Aplicando esta
técnica al problema tenemos lo siguiente:

P
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APFEF isésceles = {PEF = {PFE = DY+AB+BX YA+AB+XC
— DY +BX = YA+ XC = DY — XC = YA — BX. Esto (ltimo es
cierto debido a que QY es la bisectriz del dngulo L AQD. El regreso se lleva a
cabo sin dificultad alguna en este caso. O

1.2.1. Problemas

Problema 1.6 Demuestra que dos lineas paralelas cualesquiera que intersecan
una circunferencia, cortan arcos iguales entre ellas. j Qué sucede cuando una de
las lineas es tangente a la circunferencia?

Problema 1.7 Demuestra que el valor de un dngulo semi-inscrito es igual al
valor de un angulo inscrito que intersecte el mismo arco.

Problema 1.8 Una circunferencia ha sido dividida arbitrariamente en cuatro
partes y los puntos medios de los arcos obtenidos se han unido con segmentos
de rectas. Demuestra que entre estos segmentos dos seran perpendiculares entre
si.

Problema 1.9 En /a siguiente figura PA y PB son tangentes a la circunferen-
cia. Demuestra que PA = PB.

A

B

Problema 1.10 Dos circunferencias son tangentes exteriormente en un punto
A. BC es una tangente comdn externa. Demuestra que A BAC = 90°.

Problema 1.11 Uno de los lados de un triangulo inscrito en una circunferencia
coincide con un diametro. Demuestra que el triangulo es un triangulo rectangulo.
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Problema 1.12 Demuestra que la razén entre la longitud del lado de un
triangulo y el seno del angulo opuesto es igual al diametro de la circunferen-
cia circunscrita al tridngulo. *

Problema 1.13 Sea P un punto en el interior de un cuadrado ABCD de
manera que NABP es equilatero. Demuestra que £ PC'D = 15°.

Problema 1.14 Dos circunferencias se intersecan en los puntos A y B como se
muestra en la figura. Se escoge un punto arbitrario C' en la primer circunferencia
y se trazan los rayos CA y C'B, los cuales intersecan la segunda circunferencia
de nuevo en los puntos D y E, respectivamente. Demuestra que la longitud del
segmento DFE no depende de la eleccion del punto C.

C

Problema 1.15 Dos circunferencias de centros O y Os se intersecan en los
puntos A y B, como se muestra en la figura. La linea C'D es tangente a ambas
circunferencias. Demuestra que

1
LCAD = éiOlAOg.

4Con esto hemos probado que A = ﬁ = e = 2R, la cual es conocida como la Ley

de Senos.
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O

Problema 1.16 Sea E un punto sobre una circunferencia de diametro AB. Por
los puntos B y E se trazan las lineas tangentes t, y ts, respectivamente. Las
lineas t1 y ty se cortan en un punto M. Sea C' el punto de interseccion entre las
lineas AE y t,. Demuestra que M es el punto medio de BC'.

Problema 1.17 Dos circunferencias son tangentes internamente en un punto
M. Una recta arbitraria es tangente a la circunferencia interior en un punto Py
corta a la circunferencia exterior en () y R. Demuestra que LQMP = L RMP.

1.3. EIl Teorema de Tales

El teorema que presentaremos en esta seccidn se debe al matematico griego Tales
de la ciudad de Mileto. Lo que este teorema establece, es (til entre otras cosas,
para justificar los criterios de semejanza y congruencia los cuales se veran en la
seccién siguiente. El teorema es el siguiente:

Teorema 1.3.1 Si una linea transversal corta a tres paralelas y los segmentos
que quedan entre éstas se dividen en la razon m : n, entonces cualquier otra
transversal que corte a estas paralelas también quedara dividida en la razén
m:n.

Por ejemplo, sean p, ¢, r, tres rectas paralelas. Si una linea ¢ corta a las rectas
en los puntos A, By C, de manera tal que AB : BC' =2 :1, y otra linea t corta
a las rectas paralelas en D, E'y F', también se cumple que DE : FF =2: 1.
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P D/t E\A

[,
/" \¢

A \

Demostracion. Tomando en cuenta la figura anterior, debemos demostrar que

AB  DE
BC  EF’
Para esto utilizaremos que el drea de un tridngulo se puede obtener mediante el

semi-producto de dos lados por el seno del dngulo comprendido entre éstos (lo
cual es facil de demostrar). Tenemos entonces que

|ABE| BE-AB-sen«

_ 2

|BCF| ~ CF-BC-sena’
2

donde o = LABFE = £BCF'. Andlogamente tenemos que

|DEB‘ BE-DE-sen 3
_ 2
‘EFC‘ o FC-Eg'-senﬁ ’

donde 8 = {DEB = {EFC. Como |ABE| = |DEB|y |BCF| = |EFC|

ABE DEB T : . :
tenemos que }BCFI‘ = |‘EFC‘| lo cual implica que g?gg = g?g? Se sigue que

AB _ DE
BC — EF- O

El reciproco del teorema de Tales es vélido cuando es aplicado a dos segmentos
que comparten un extremo. Por ejemplo, si dos segmentos AB y AC comparten
un vértice A, el segmento que une los puntos medios de éstos es paralelo al

segmento que une los otros dos extremos. Es decir, sean D y E los puntos medios
de AB y AC, respectivamente; como é—g = g—g, entonces por el reciproco del
Teorema de Tales tenemos que DE es paralelo a BC.
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B C

Sin embargo, debemos tener cuidado cuando los segmentos no comparten un
extremo. Por ejemplo, en la siguiente figura D y E son los puntos medios de
A'B y AC, respectivamente, y sin embargo DFE no es paralelo ni a BC ni a
A’A.

A/

B C

Antes de demostrar el reciproco del Teorema de Tales, mostraremos un resultado
que es bastante util.

Lema 1.3.1 Dado un segmento AB y una nimero positivo \, existe un tnico
punto C' en el segmento AB el cual cumple que

AC
— =\

CB

Demostracién. Supongamos que existe un par de puntos distintos C'y C’ en

el interior del segmento AB los cuales lo dividen en la razén . Tenemos dos
posibles casos:

- —— AC _ AC'+C'C
(1) C" estd en el interior del segmento AC. Tenemos que &5 = &g e
AC!

&5+ Pero recordemos que ambos cocientes son iguales a A, por lo que la
tnica posibilidad es que C" = C.
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(2) C' estd en el interior del segmento C'B. Este caso se resuelve de manera
analoga al anterior.

Por lo tanto, concluimos que existe un tnico punto que divide al segmento AB
en la razén \. 0

Nota. El lema sigue siendo valido cuando consideramos nimeros A < 0, sélo
que en este caso el punto C' estarad en el exterior del segmento AB, pero sobre
la linea AB.

Teorema 1.3.2 Reciproco del Teorema de Tales. Sean D y E puntos sobre los
o AD _ AE

lados AB 'y AC de un tridngulo ANABC de manera que 55 = 4. Entonces el

segmento DFE es paralelo a BC'.

A

<

B C

Demostracién. Supongamos que DE no es paralelo a BC'. Sea E' el punto en
AC tal que DE' || BC'. Por el Teorema de Tales tenemos que

AD  AFE'
DB E'C’
se sigue entonces que
AE" AE
E'C  EC’
Por el lema anterior, tenemos que E’' = E, por lo tanto, DE || BC. O

Un cuadrildtero en el que cada par de lados opuestos son paralelos se llama
paralelogramo.

Ejemplo 1.3.1 Teorema de Varignon. Sea ABCD un cuadrildtero y sean F,
G, H e I los puntos medios de los lados AB, BC, CD y DA, respectivamente.
Entonces el cuadrilatero FGHI es un paralelogramo.
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Demostracion. Tracemos la diagonal BD. Como F' e I son los puntos medios de
ABy AD, respectivamente, tenemos que F'[ es paralelo a BD; también, como
G y H son los puntos medios de BC'y C'D, respectivamente, entonces GH
es paralelo a BD. De aqui tenemos que F'I es paralelo a GH. Anédlogamente,
podemos demostrar que F'G es paralelo a I H. Como el cuadrilatero FGH I tiene
sus dos pares de lados opuestos paralelos, entonces es un paralelogramo. ([l

C
Observemos que en ningin momento de la demostracién se usa que el cua-

drildtero sea convexo, esto sucede porque el resultado sigue siendo valido atn
para cuadrilateros que no son convexos. La prueba sigue exactamente las mismas
lineas. Otra observacion importante es la siguiente: en todo paralelogramo los
lados opuestos tienen la misma longitud. Para ver esto, hacemos lo siguiente. Sea
ABCD un paralelogramo dado, entonces observemos que |[ABC| = |ABD| ya
que ambos comparten la base AB y sus alturas hacia ese lado tienen la misma
longitud. Si hacemos £ DAB = « entonces tenemos que LCBA = 180° — a,
de aqui se sigue que

AD-AQB-senoz _\ABD| = |ABC| BC~AB~s;n(180 —a)

y como sen(180° — «) = sena, obtenemos que AD = BC'. De manera andloga
se demuestra que AB = DC.

Ejemplo 1.3.2 En la siguiente figura, BE' y AD son alturas del AABC' las
cuales se intersecan en un punto H. Sean F, G y K los puntos medios de
los segmentos AH, AB y BC, respectivamente. Demuestra que A FGK es un
angulo recto.
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AN

B D K C

Demostracion. Dado que G es el punto medio de AB y F' el punto medio de
AH, por el Teorema de Tales tenemos que GF’ es paralelo a BH. Andlogamente,
se prueba que GK es paralelo a AC'. Por otro lado, como el dngulo entre BH y
AC es 90°, también tenemos que el angulo entre GF'y GK es 90°. O

1.3.1. Problemas

Problema 1.18 En /a siguiente figura los segmentos a, b, ¢ y d son paralelos
y dividen al lado BC' en 4 segmentos iguales. Si a = 10, encuentra la suma
a+b+c+d.

Problema 1.19 Sea ABCD un paralelogramo y sean L y M los puntos medios
de AB y CD, respectivamente. Demuestra que los segmentos LC' y AM dividen
la diagonal BD en tres segmentos iguales.

Problema 1.20 Sean M y N los puntos medios de los lados BC'y C'D de un
cuadrilatero convexo ABC'D. Los segmentos AM y AN intersecan a BD en los
puntos X y Y, respectivamente. Demuestra que si BX = XY =Y D entonces
ABCD es un paralelogramo.
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Problema 1.21 Sea AM una mediana del triangulo ANABC, es decir M es el
punto medio del lado BC. Sobre el segmento AM se considera el punto P de
manera que AP = 2 - PM. La linea BP interseca al lado AC en el punto ().
Demuestra que AQ) = QC.

Problema 1.22 Sean M y N los puntos medios de los lados AD y BC' de un
trapecio ABC'D en el cual AB es paralelo a DC'. Demuestra que M N = A'%%.

Problema 1.23 Demuestra que las diagonales en un paralelogramo se cortan
en su punto medio.

Problema 1.24 Sea AM la mediana trazada hacia el lado BC' de un triangulo
NABC'. Prolongamos AM mds alla del punto M y tomamos un punto N de tal
manera que AN es el doble de AM. Demuestra que el cuadrilatero ABNC' es
un paralelogramo.

Problema 1.25 Demuestra que el segmento de linea, que une los puntos medios
de dos lados opuestos de un cuadrilatero, bisecta el segmento de linea que une
los puntos medios de las diagonales.

1.4. Triangulos semejantes
En esta seccién analizaremos el concepto de semejanza de tridngulos.

Definicién 1.4.1 Se dice que dos triangulos son semejantes si tienen la misma
forma (aunque no necesariamente el mismo tamafio), es decir, si tienen sus tres
angulos correspondientes iguales y sus lados proporcionales.

Cuando estamos resolviendo problemas, no siempre sabemos que dos tridngulos
tienen sus tres dangulos correspondientes iguales y sus lados proporcionales. Sin
embargo, en ocasiones la cantidad de informacién que tenemos es suficiente para
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concluir que los tridngulos son semejantes. Esto es lo que se conoce como cri-
terios de semejanza. El primer criterio de semejanza que veremos es el conocido
como aaa, es decir, dos triangulos son semejantes si sus dngulos correspondientes
son iguales. Para ver esto, demostraremos que si se tiene la igualdad de angu-
los correspondientes entonces los lados del tridngulo son proporcionales. Sean
ANABC y NA'B'C’ los tridngulos en cuestién.

A/

A 80

80°

70° 30° 70° 30°
B C B C’

Si nosotros movemos el tridngulo AABC hasta que el vértice A coincida con el
vértice A’, y ademds lo hacemos de tal manera que el lado AB quede exactamente
encima del lado A’B’, tendremos la siguiente figura:

Aqui podemos observar que los lados BC'y B’C’ son paralelos, y de manera
inversa, si nosotros trazamos una linea paralela a uno de los lados de un triangulo
de manera que ésta corte a los dos lados restantes, entonces esta linea paralela

determinara un tridangulo con sus tres dngulos iguales a los del tridngulo original.
A

/
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Utilizando lo anterior y el teorema de Tales , tenemos las siguiente proporcién:
BM  CN
MA ~ NA’

sumando 1 en ambos lados tenemos
BM CN BM+MA_CN+NA AB AC

AT T AT T T NA O AM AN

Si trazamos una paralela a AB la cual pase por el punto N, obtenemos el
paralelogramo M N PB:
A

JAERVAN

B P c

Utilizando nuevamente el teorema de Tales tenemos que
cr CN
PB  NA’
Nuevamente sumamos 1 en ambos lados y obtenemos que
CB CA
PB NA’
pero como PB = NM tenemos que
BC  AC
MN AN’
Juntando los resultados anteriores tenemos que

AB  BC AC
AM MN AN’
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es decir, los lados son proporcionales. Por lo tanto, los tridngulos son semejantes.

Probaremos ahora el reciproco de este enunciado (el cual es conocido como el
criterio de semejanza (/(), es decir, probaremos que si dos tridngulos tienen sus
tres lados respectivos proporcionales, entonces son semejantes. Para esto, con-
sideremos que los triangulos AABC' y ADFEF tienen sus lados proporcionales,
es decir, que se cumple que

AB AC  BC

DE DF EF
Sin pérdida de generalidad, supongamos que A > 1. Coloquemos el tridngulo
ADFEF de manera que el vértice D coincida con el vértice Ay que el lado DE
esté sobre el lado AB. Si tenemos que L EDF = £ BAC, entonces por el Teore-
ma de Tales tenemos que E'F es paralelo a BC'y por tanto, el tridngulo ADEF
tiene sus angulos iguales a los del triangulo AABC, se sigue entonces por el
criterio aaa que los tridngulos son semejantes. Aqui es importante mencionar
que hasta este punto hemos demostrado el criterio de semejanza fal, es decir,
dos tridngulos serdn semejantes si tienen dos lados proporcionales y el dngulo
comprendido entre dichos lados igual.

=\

Supongamos ahora que L EDF # ABAC. Sea F' el punto donde la paralela
a BC por E interseca al lado AC; como sabemos que ADEF' ~ NABC

entonces se cumple que
AB  AC BC

DE DF'  EF’
De aqui se obtiene que FF' = EF y que DF' = DF, es decir, los tridngulos
AEF'F y ADF'F son isésceles. Si trazamos las alturas de estos tridngulos
desde los vértices E'y D sobre el segmento F’F, tenemos que ambas caen sobre
el punto medio de F'F, pero entonces tenemos dos lineas perpendiculares a
F'F las cuales son distintas. Esto es claramente una contradiccién, por lo tanto
F'=Fy A ADEF ~ ANABC.

A, D
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Resumiendo, los criterios de semejanza son los siguientes:

Criterios de semejanza. Dos tridngulos son semejantes si:

1. sus dngulos correspondientes son iguales (criterio aaa),
2. sus tres lados son proporcionales (criterio (),
3. dos lados son proporcionales y el angulo comprendido entre éstos es igual

(criterio lal).

Si ademds de ser semejantes, un par de triangulos tienen sus lados correspon-
dientes del mismo tamafo entonces se dice que son congruentes. Para saber si
dos tridngulos dados son congruentes, se tienen los siguientes criterios:

Criterios de congruencia. Dos tridngulos son congruentes si:

1. sus tres lados correspondientes son iguales (criterio (00),

2. dos lados correspondientes son iguales y el angulo comprendido entre éstos
es igual (criterio lal)

3. dos angulos correspondientes son iguales y el lado que comparten dichos

angulos es igual (criterio ala).

Veamos algunos ejemplos donde utilicemos los criterios vistos anteriormente:

Ejemplo 1.4.1 Tenemos dos triangulos semejantes AABC y AMNP. Sa-
bemos que sus lados son iguales a los valores marcados en la siguiente figura,
encuentra cuanto vale x.
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Solucion. Como tenemos que los lados de ambos tridngulos son proporcionales,
entonces:

r_8
3 4

con esto llegamos a que el valor de x es 6.

Ejemplo 1.4.2 En la siguiente figura, ABCD es un paralelogramo. Sobre los
lados AB y AD se dibujan los triangulos equilateros NABF y ANADE, respec-
tivamente. Demuestra que el triangulo AFCFE es equilatero.

E

B C

Solucién. Cuando dos triangulos, ademas de ser semejantes, tienen las longitudes
de sus lados iguales se dice que son congruentes. En la figura anterior, tenemos
que LFAFE + 120° + £ BAD = 360°, entonces L FAE = 240° — L BAD =
180°— £ BAD +60°. Como £ FBC = 180°— £ BAD+60°, entonces L FAE =
A FBC. Ademds, tenemos que FA = FB y AE = BC, esto implica que el
triangulo AF AE es congruente al tridngulo AFBC'y por lo tanto F'E = FC.
De manera analoga podemos demostrar que EC' = F'E y asi concluimos que el
triangulo AFEC' es equilétero.

Ejemplo 1.4.3 Sea Z un punto sobre el lado AB de un triangulo AABC'. Una
linea a través de A paralela a C'Z interseca a BC' en X. Una linea a través de
B paralela a CZ interseca a AC en Y. Demuestra que

11 N 1
CZ AX BY’
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A A B
Demostracion. Primero re-escribimos la expresidon que queremos demostrar como

,_Cz ¢z
~ AX  BY’

Tenemos que el tridngulo ABCZ es semejante al tridangulo ABX A, de aqui
obtenemos

CcZ BZ

AX  AB’

De manera andloga, de la semejanza entre los tridngulos AACZ y ANAY B,
tenemos que

cz _ Az
BY AB’

Sumando estas dos expresiones que hemos obtenido tenemos que

cz CZ BZ AZ AZ+ZB AB

AX "BY ABTABT 4B " AB - -

Ejemplo 1.4.4 Dado un tridngulo NABC, sea | una linea que pasa por el
vértice A la cual divide el angulo £ BAC' en dos partes iguales. Sean P y @) las
proyecciones desde B y C' sobre [, respectivamente, y sea D un punto sobre la
linea BC' de tal manera que DA es perpendicular a l. Demuestra que AD, B(Q)
y C'P concurren.
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Demostracion. Sea S el punto donde la linea B( interseca a AD. Como AD,
CQ y BP son paralelas, tenemos que

s5Q _AQ
SB AP’
Ademas, como los tridngulos AABP y AAC(Q son semejantes, tenemos que

QU _AQ
BP ~ AP’

de aqui obtenemos que los tridngulos ASQC'y ASBP son semejantes y com-
parten el vértice S, por lo tanto, P, C'y S son colineales. O

En el siguiente ejemplo podemos observar cémo la geometria y el algebra, en
ocasiones, se mezclan en armonia para dar como resultado demostraciones con
gran belleza.

Ejemplo 1.4.5 Expresa el lado de un decagono regular en funcion del radio de
la circunferencia circunscrita a éste.

Solucion. Sean AB = x uno de los lados del decagono, O el centro de la circun-
ferencia y R el radio de ésta. Sea C' un punto sobre el lado OB de tal manera
que LOAC = LCAB = 36°. De esta manera, obtenemos el triangulo AC'AB,
el cual es semejante al triangulo AOAB. Utilizando la proporcién entre los lados
tenemos:

T R—=z
R oz
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Esto da lugar a la siguiente ecuacién (aqui se acabd la geometria y le toca el
turno al dlgebra):

2+ Rr—R*=0,

la cual tiene como raices a R(@) y —R(@). Claramente, la segunda no
puede ser solucion de nuestro problema, ya que no existen longitudes negativas.

Por lo tanto, la solucién es R(@)

Teorema 1.4.1 Sean NABC, AAB'C' y AAB"C" tres triangulos semejantes
los cuales comparten el vértice A y de manera que los vértices B, B’, B" son
correspondientes y también C, C', C" son correspondientes. Si B, B' y B” son
colineales, entonces también C, C' y C" son colineales.

Demostracion. Sean £ BAB' = oy £ B’AB” = [3. Primero, observemos que
LCAC" = ay LC"AC" = 3, lo cual se ve de manera sencilla por la semejanza
de los triangulos dados. Notemos también que

AB  AC AB' AC
AR~ ac Y -

AB// AC// ?

entonces, por el criterio de semejanza fal tenemos que se cumplen las siguientes
semejanzas: ACAC' ~ ABAB' y ANC'AC" ~ AB'AB". De aqui se sigue
que LAC'C = LAB'B = p y LAC'C" = £LAB'B"” = 0. Finalmente, como
v + 6 = 180°, concluimos que C, C’" y C” son colineales. O
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Hasta este momento, podria quedarnos la idea de que un problema posee sélo
una solucién y se necesita de mucha suerte para encontrarla. Normalmente esto
no es cierto, como podemos apreciarlo en el siguiente ejemplo para el cual damos
tres soluciones (esencialmente) distintas:

Ejemplo 1.4.6 Sea ABC' un triangulo tal que AB > AC > BC'. Sea D un
punto sobre el lado AB de tal manera que CD = BC, y sea M el punto medio
del lado AC. Demuestra que BD = AC si y sélo si { BAC = 24 ABM.

Primera Solucién. Sea £ BAC = 2«a. Prolongamos el segmento BM hasta un
punto B’ tal que BM = MB'. De este modo obtenemos que el cuadrildtero
AB'CB es un paralelogramo, de donde se sigue que B'C' = AB. También sa-
bemos que DC = BC = ADB’, entonces el cuadrildtero ADC B’ es un trapecio
isésceles. De aqui se sigue que DB’ = AC. Con estas tres igualdades de seg-
mentos obtenemos que el tridngulo B'C'D es congruente al triangulo ABC'. Se
sigue que £ DB'C' = 2. Entonces se cumple que BD = DB’ = AC si y sélo
siA{DB'B = A£DBD’, lo cual es cierto si y sélo si {DB'B = {BB'C' = «. Es
decir, BD = AC siy sélo si {BAC =24 ABM. O
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Bl

A
d
2

B C

Segunda Solucion. Tracemos primero la altura C'F desde C'. Sean 2a = L BAC,
B=4AABMy6 = LFMB. Como el tridngulo AC'F' A es un tridngulo rectangu-
lo, tenemos que F'M = AC/2, ademds, también tenemos que L MFA = 2.
Por otro lado, como el dangulo £ M F' A es exterior al tridngulo AM F' B, tenemos
que 8+60 = 2a. De todo esto obtenemos que BD = AC'siy sélosi BF = F'M,
que a su vez es cierto si y sblo si 3 = 6, es decir, si y sélo si § = a. O

Tercera Solucién. Sea C' el punto donde la paralela a M B por A interseca a la
linea BC, y sea D’ el punto sobre el lado AB tal que AD’ = BD. Observemos
que C'B = BC =CD yque BD' = AD, ademds, como el tridngulo ABCD es
isésceles tenemos que £C'BD’ = L ADC'. Con esto, obtenemos que el tridngulo
AC'BD' es congruente al tridngulo ACD A, de donde se sigue que C' D' = AC.
Denotemos por 2« a los dngulos L DAC' y £C'D'B.
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c’ B C

Supongamos primero que BD = AC, es decir, AD’ = AC'. Entonces, C'D’ =
AD’ y de aqui obtenemos que L AC'D' = LC'"AD’, ademds, como L AC'D’ +
LC'"AD' = £C'"D'B = 2« obtenemos que £C"AD' = a. Como C'A'y BM son
paralelas, concluimos que {ABM = LC'"AD' = a.

Ahora, supongamos que £ ABM = «, entonces se sigue que LC'AD" = qa.
Como L£C'D'B = 2a = LAC'D' + LC'"AD" = LAC'D' + «, tenemos que
LAC'D" = «, es decir, el tridngulo AAC'D’ es isésceles. De aqui obtenemos
que AD' = C'D’' = AC, y como AD’' = BD, concluimos que BD = AC. [

1.4.1. Problemas

Problema 1.26 En un triangulo ANABC, sobre el lado BC se considera un
punto D de tal manera que A BAD = £ ACB. Demuestra que

AB? = BD - BC.

Problema 1.27 Dos circunferencias se intersecan en los puntos A y B. Por el
punto A se trazan los segmentos AC' y AD, cada uno de los cuales es cuerda
de una circunferencia y tangente a la otra. Demuestra que

AC?. BD = AD? . BC.

Problema 1.28 Sobre los lados AB y AC' de un triangulo NABC' se cons-
truyen hacia afuera los cuadrados ABNM y CAPQ. Sea D el punto medio del
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lado BC'. Demuestra que PM =2 - AD.

Problema 1.29 En un paralelogramo ABCD se escogen los puntos E y F
sobre la diagonal AC' de manera que AE = FC. Si BE se extiende hasta
intersecar AD en H, y BF se extiende hasta intersecar DC en GG, demuestra
que HG es paralelo a AC.

Problema 1.30 Demuestra que la recta que une los puntos medios de los lados
paralelos de un trapecio pasa por el punto de interseccion de las diagonales.

Problema 1.31 Sea M el punto medio del lado BC' de un triangulo ANABC'.
Consideremos un punto P sobre AM . Se extiende el segmento BP hasta inter-
secar a AC en E, y C'P se extiende hasta intersecar a AB en D. Demuestra
que DFE es paralelo a BC.

Problema 1.32 A una circunferencia se le han trazado dos lineas tangentes
paralelas las cuales la tocan en los puntos M y N. Se traza una tercer tangente
la cual corta a las tangentes anteriores en los puntos K y L. Sea O el centro de
la circunferencia. Demuestra que A KOL = 90°.

Problema 1.33 En un triangulo AABC, la altura C'E es extendida hasta G de
tal manera que EG = AF', donde AF es la altura trazada hacia BC'. Una linea
a través de G y paralela a AB interseca C'B en H. Demuestra que HB = AB.

Problema 1.34 En un trapecio ABCD (AB paralelo a DC) sea AB = a
y DC = b. Sean M, N, P y Q los puntos medios de AD, BD, AC y BC,
respectivamente. Demuestra que

(a) MQ = =3

a—b
(b) NP =11
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Problema 1.35 En un trapecio ABCD (AB paralelo a DC) sea AB = a y
DC = b. Supongamos que LADC + £BCD = 90°. Sean M y N los puntos
medios de AB y DC' respectivamente. Demuestra que

b—a

MN =
2

Problema 1.36 En un trapecio ABC'D (AB paralelo a DC') M es el punto
medio del lado DC'. Supongamos que AM interseca a BD en E. A través de F,
se traza una linea paralela a DC' la cual corta a AD, AC' y BC, en los puntos
H, F y G, respectivamente. Demuestra que HE = EF = FG.

Problema 1.37 Demuestra que las rectas que unen los centros de los cua-
drados, construidos exteriormente sobre los lados de un paralelogramo, forman
también un cuadrado.

Problema 1.38 En un cuadrilitero ABCD. Sobre las rectas AC' y BD se
consideran los puntos K y M de manera que BK es paralelo a AD y AM es
paralelo a BC. Demuestra que KM es paralelo a CD.

Problema 1.39 Sea M el punto medio de la base AC' de un triangulo isésceles
NABC. H es un punto en BC' tal que M H es perpendicular a BC. P es el
punto medio del segmento M H. Demuestra que AH es perpendicular a BP.

Problema 1.40 Se da un triangulo AABC'. En la recta que pasa por el vértice
A y es perpendicular al lado BC', se toman dos puntos A, y As de modo que
AA; = AAy, = BC (A; es mds proximo a la recta BC' que A,). De manera
andloga, en la recta perpendicular a AC', que pasa por B, se toman los puntos
By y By de modo que BBy = BBy = AC. Demuestra que los segmentos A B
y Ao By son iguales y mutuamente perpendiculares.

Problema 1.41 Por el punto de interseccion de las diagonales de un cuadrilate-
ro ABC'D se traza una recta que corta a AB en el punto M y a C'D en el punto
N. Por M y N se trazan las rectas paralelas a C'D y AB, respectivamente, que
cortan a AC' y a BD en los puntos &'y F'. Demuestra que BE es paralelo a
CF.
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Problema 1.42 Sea E un punto arbitrario sobre el lado AC del triangulo
ANABC. Por el vértice B tracemos una recta arbitraria |. Por E, se traza una
recta paralela a BC' la cual corta | en el punto N. También por E, se traza

una recta paralela a AB la cual corta l en el punto M. Demuestra que AN es
paralelo a C M.

Problema 1.43 Sea AABC' un triangulo equilatero y sea I el semicirculo que
tiene a BC' como diametro y que es exterior al triangulo. Demuestra que si una
linea que pasa por A trisecta a BC', entonces también trisecta al arco T'.

Problema 1.44 Sea I el centro de la circunferencia inscrita en el triangulo
AABC. Esta circunferencia es tangente a los lados BC', CA y AB del triangulo
en los puntos K, L y M, respectivamente. La recta paralela a M K que pasa por
el punto B interseca a las rectas LM y LK en los puntos R y S, respectivamente.
Demuestra que el angulo £ RIS es agudo.

1.5. Teorema de Pitagoras

Antes de enunciar el Teorema de Pitagoras vamos a analizar un tridngulo rectdngu-
lo el cual tiene trazada la altura hacia la hipotenusa .

A

6 (%

B D C

Sea AABC el triangulo mencionado el cual tiene trazada la altura AD y con
angulo recto en A. Sean LABC = ay LACB = 3. Tenemos que o+ 3 = 90°,
entonces también L DAC = oy L BAD = (3. Asi, de ésta manera hemos ob-
tenido dos triangulos semejantes al AABC, es decir, ABAD y ADAC son
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semejantes al tridngulo AABC'. De la semejanza entre ABAD y ADAC ob-

tenemos:
BD AD

AD — DC
de aqui obtenemos que
AD? = BD - DC,

y se dice que AD es la media geométrica o media proporcional de BD y DC.
Ademas, de manera andloga podemos obtener también que

AB? = BD - BC (1.1)
(de la semejanza de los triangulos ABAD y AABC') y que
AC? = DC - BC (1.2)
(de la semejanza de los triangulos ADAC' y AABC).
Sumando (1.1) y (1.2) tenemos que
AB?* + AC* = BD - BC + DC - BC,

esto es
AB? + AC* = BC(BD + DC) = BC - BC,

es decir
AB? + AC? = BC?. (1.3)

Con esto hemos probado el teorema de Pitdgoras.

Teorema 1.5.1 La suma de los cuadrados de los catetos de un triangulo
rectangulo es igual al cuadrado de la hipotenusa.

Este teorema es atribuido a uno de los mas grandes matematicos de la antigua
Grecia, Pitagoras, y sera de gran utilidad en muchos de los problemas que veremos
mds adelante. El reciproco también es cierto, pero esto se deja como ejercicio.
Utilizando el Teorema de Pitdgoras es facil probar el siguiente teorema, conocido
como la Ley del Paralelogramo .
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Teorema 1.5.2 La suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogra-
mo es igual a la suma de los cuadrados de los lados.

Demostracion. Sea ABCD el paralelogramo y sean AB = CD = ay BC =
DA =1b. También sean AC =cy BD =d.

A b D

[
|
[
1h
|
[
|
|

B M b ¢ ©r N

Tracemos perpendiculares a BC' desde Ay D, las cuales intersecan a BC'en My
N.Sean AM = DN =hy BM = CN = z. Aplicando el teorema de Pitagoras
a los tridangulos ADCN, ADBN, ANAMC tenemos las siguientes igualdades:

h* + 2% = a® (1.4)
h? + (b + x)? = d? (1.5)
R+ (b—1z)* = ¢ (1.6)

sumando (1.5) y (1.6) obtenemos
2h% +20% + 22° = d* + 7.
Ahora utilizando (1.4) tenemos que
2a% + 2% = d* + 2. (1.7)
Lo cual queriamos demostrar. O

De nuevo, utilizando el Teorema de Pitagoras, probaremos facilmente la bien
conocida Ley del Coseno.

Ejemplo 1.5.1 En el triangulo NABC, sean BC = a, CA =0, AB =cy
£LABC = f3. Entonces b* = a* + ¢* — 2ac - cos 3.
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1
1
1
1
B x D a—T C

Demostracion. Sea AD = h la altura trazada hacia el lado BC'y sea BD = z.
Tenemos que
h? + 2% = ¢
h? + (a —z)* = b
esto implica que
A — 2 +a? + 2% - 2ax = & + a® — 2ax = b?
y como x = ¢ - cos (3, tenemos que

b =a® + ¢ — 2ac - cos .00

Ejemplo 1.5.2 Sea P un punto en el interior del rectangulo ABC'D. Si PA =
3, PC=5yPD =4, encuentra el valor de PB.

A B

Solucion. Sean () y R los pies de las perpendiculares trazadas desde P hacia
los segmentos AD y BC, respectivamente. Utilizando el Teorema de Pitdgoras
obtenemos que

PA? — PD? =QA? - QD? = RB* — RC? = PB* — PC*.
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Sea © = PB, entonces, de la expresion anterior tenemos que
2 42 .2 g2
3° —47 =" — 5%,

de aqui tenemos 22 = 18. Por lo tanto, z = PB = 3v/2.

A B
3 -7
Q _______ :/_ _______ R
P
4 5
D C

De manera muy simple se puede probar el siguiente lema.

Lema 1.5.1 Sean A y B dos puntos dados. Entonces, el lugar geométrico de
los puntos ® M tales que AM?* — M B* = k (donde k es un nimero dado), es
una recta perpendicular a AB.

Ahora, utilizando el lema anterior probaremos el siguiente Teorema de Carnot.

Teorema 1.5.3 Sean D, E y F tres puntos dados. Para que las lineas perpen-
diculares sobre los lados BC, CA y AB de un triangulo ANABC' trazadas desde
los puntos E, D y F, respectivamente, se intersecten en un punto, es necesario
y suficiente que

DB? — BF?+ FA? — AE*> + EC? —CD? = 0.

Demostracion. Supongamos primero que las tres perpendiculares concurren en
un punto P. Por el lema anterior, tenemos que AF? — FB?> = AP? — PB?,

5El lugar geométrico de los puntos es el conjunto de puntos que cumplen una propiedad
dada.
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BD? — DC? = BP? — PC?y CE? — EA? = CP? — PA?. Sumando estas tres
expresiones obtenemos que

DB? — BF? + FA? — AE?> + EC?* —CD? =0.

Ahora, supongamos que se cumple que DB? — BF? + FA? — AE? + EC? —
CD? = 0. Consideremos el punto P donde se intersecan las perpendiculares
desde F'y D sobre los lados AB y BC, respectivamente. Dado que se cumple
que AF? — FB? = AP? — PB* y BD? — DC? = BP? — PC?, tenemos que
también debe cumplirse que CE? — EA? = CP? — PA?. Esto (ltimo, por el
lema anterior, implica que el segmento PE es perpendicular al lado AC'. Por lo
tanto, las perpendiculares trazadas desde D, E' y F sobre los lados respectivos,
concurren en un punto. 0

1.5.1. Problemas

Problema 1.45 Probar el inverso del teorema de Pitagoras: si a, b y ¢ son los
lados de un triangulo y se cumple que a® + b*> = ¢?, entonces es un tridngulo
rectangulo.

Problema 1.46 Sean a, b los catetos de un triangulo rectangulo, ¢ la hipotenusa
y h la altura trazada hacia la hipotenusa. Demuestra que el triangulo con lados
h, ¢+ h ya+ b es un tridngulo rectangulo.

Problema 1.47 Sea D un punto sobre el lado BC' de un triangulo NABC.
Sean AB=c¢,BC =a,CA=b,AD =d,BD =n y DC = m. Demuestra que
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se cumple el Teorema de Stewart
b’n + m = a(d* + mn).

A

Problema 1.48 En una circunferencia de radio R estd trazado un diametro y
sobre éste se toma el punto A a una distancia d de su centro. Hallar el radio
de la circunferencia que es tangente al diametro en el punto A y es tangente
interiormente a la circunferencia dada.

Problema 1.49 K es el punto medio del lado AD del rectingulo ABCD.
Hallar el angulo entre BK y la diagonal AC' si sabemos que AD : AB = /2.

Problema 1.50 En un triangulo ANABC, E es un punto sobre la altura AD.
Demuestra que
AC? — CE? = AB? - EB*.

Problema 1.51 Sean AB y C'D dos cuerdas perpendiculares en una circunfe-
rencia de radio R. Demuestra que

AC? + BD? = 4R2.

Problema 1.52 Un trapecio ABC D, con AB paralelo a CD, tiene sus diago-
nales AC' y BD perpendiculares. Demuestra que

AC? + BD* = (AB + DC)*.
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Problema 1.53 Demuestra que si en un cuadrilatero la suma de los cuadrados

de los lados opuestos son iguales, entonces sus diagonales son perpendiculares
entre si.

Problema 1.54 Sobre los catetos y la hipotenusa de un triangulo rectangulo
se trazan semicirculos, como se muestra en la figura. Demuestra que el drea de
la region sombreada es igual al drea del triangulo.

Problema 1.55 ;Cual es el valor de b—a en la siguiente figura, donde x, x — 1
y x + 1 son las longitudes de los lados del triangulo? (La linea punteada es una
altura).

Problema 1.56 En /la siguiente figura, ABC'D es un cuadrado y el triangulo
NANABP es rectangulo con angulo recto en P. Demuestra que

MN? = AM - BN.
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Problema 1.57 Se dan el tridngulo equilaitero NABC' y el punto arbitrario
D; Ay, By y C] son los centros de las circunferencias inscritas en los triangulos
ABCD, NCAD y NABD. Demuestra que las perpendiculares bajadas desde
los vértices A, B y C' sobre B1C, C1A; y A1 By, respectivamente, concurren en
un punto.

Problema 1.58 En el hexagono convexo ABC'DEF tenemos que AB = BC,
CD = DE, EF = FA. Probar que las perpendiculares bajadas desde los puntos
C, E y A sobre las lineas BD, DF y F'B, respectivamente, se intersecan en un
punto.

Problema 1.59 En los rayos AB y CB del triangulo ANABC' estan trazados
los segmentos AM y C'N de tal manera que AM = CN = p, donde p es el
semiperimetro del tridangulo (B se halla entre A y M, asi como entre C'y N ). Sea
K el punto de la circunferencia circunscrita el cual es diametralmente opuesto
a B. Demuestra que la perpendicular trazada desde K sobre M N pasa por el
incentro del triangulo ANABC.

Problema 1.60 Se dan una circunferencia y el punto A fuera de ésta. Una
circunferencia que pasa por A, es tangente a la dada en el punto arbitrario B.
Las lineas tangentes a la segunda por los puntos A y B se intersecan en el punto
M. Hallar el lugar geométrico de los puntos M.
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1.6. Cuadrilateros ciclicos.

Un hecho muy conocido en geometria es que por cualesquiera tres puntos no
alineados pasa exactamente una circunferencia. j Pero qué podemos decir si con-
sideramos cuatro puntos en lugar de tres? Como es de esperarse, no siempre
existird una circunferencia que pase por los cuatro puntos dados. Por ejemplo,
consideremos la circunferencia que pasa por tres puntos dados (la cual es tnica),
A, B, C, y agreguemos un cuarto punto, D, el cual no esté sobre la circunferen-
cia. Claramente, no existe una circunferencia que pase por estos cuatro puntos,
ya que en particular pasaria por A, B, C, y por la manera en que escogimos a D,
ésta no puede pasar por D. De aqui vemos que los cuadrilateros que posean una
circunferencia que pase por sus vértices deben ser en cierta forma especiales. A
tales cuadrildteros se les acostumbra llamar cuadrilateros ciclicos.

Definicion 1.6.1 Un cuadrildtero que estd inscrito en una circunferencia, es
decir, sus cuatro vértices estan sobre una misma circunferencia se dice que es un
cuadrildtero ciclico.

Veremos que dos dngulos opuestos de un cuadrildtero ciclico suman 180°, mas
aun, para que un cuadrildtero sea ciclico es suficiente con verificar que dos angulos
opuestos sumen 180°.

Teorema 1.6.1 Un cuadrilatero es ciclico si y sélo si la suma de dos angulos
opuestos es igual a 180°.

Demostracidn. Para probar esto, primero vamos a suponer que el cuadrildtero
ABCD es ciclico. Tenemos que el L DAB = % y £BCD = D—zB, y como

BD + DB = 360° (midiendo los angulos en grados), tenemos que £ DAB +
£BCD = a + j = 180°.

A D
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Ahora supongamos que L DAB+ £ BCD = o+ [ = 180°. Tracemos la circun-
ferencia que pasa por los vértices D, A y B y supongamos que ésta no pasa por
el vértice C. Prolonguemos BC' hasta que intersecte a la circunferencia en C'.
Como el cuadrildtero ABC'D es ciclico tenemos que £ DAB + £ BC'D = 180°,
esto quiere decir que L BC'D = £LBCD = 3y entonces DC' es paralelo a D",
lo cual es una contradiccién ya que lineas paralelas no se intersecan. Entonces C'
coincide con C" y por lo tanto el cuadrilatero ABC'D es ciclico. U

A D

Ahora vamos a hacer un ejemplo donde utilicemos el teorema anterior:

Ejemplo 1.6.1 Las circunferencias C y Cy se intersecan en los puntos A y B.
Por el punto A se traza una recta que corta a las circunferencias C; y Cs en
los puntos C' y D, respectivamente. Por los puntos C' y D se trazan tangentes
a las circunferencias, las cuales se intersecan en el punto M. Demuestra que el
cuadrilatero MC BD es ciclico.
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Solucién. Queremos probar que LCMD + £ DBC = 180°. Tracemos la cuerda
comin AB. Tenemos que L MCA = LCBA = « ya que uno es angulo semi-
inscrito y el otro es dngulo inscrito, ambos en la circunferencia C';. Andlogamente
se demuestra que A MDA = LDBA = ( (en (). Tenemos que oo + 5 + 6 =
180°, por ser los angulos internos del tridngulo AMCD, pero como £CBD =
o + 3 tenemos que LCMD + £DBC = 180°. O

Ejemplo 1.6.2 Sea BC' el didmetro de un semicirculo y sea A el punto me-
dio del semicirculo. Sea () un punto sobre el arco AC y sea P el pie de la
perpendicular desde A sobre la linea B(). Demuestra que BP = PQ + QC.

Solucion. Consideremos el punto D sobre el rayo BP de tal manera que QD =
QC, entonces PD = PQ+ QD = PQ -+ QC'. Bastara entonces probar que P es
el punto medio de BD. Primero, tenemos que £QDC = £QCD = 45°, y como
O es el punto medio de BC', ahora tendremos que demostrar que O P es paralelo
a DC. Para esto, bastara demostrar que £ BPO = 45°. Como AO 1L BC'y
AL APB = 90° tenemos que APOB es ciclico y de aqui que { BPO = £ BAO =
45°, por lo tanto BP = PQ + QC'. U

D

Ejemplo 1.6.3 Sea AABC un tridangulo y sea D el pie de la altura desde
A. Sean E y I sobre una linea que pasa por D de tal manera que AE es
perpendicular a BE, AF es perpendicular a CF, E' y I son diferentes de D.
Sean M y N los puntos medios de BC' y E'F, respectivamente. Demuestra que
AN es perpendicular a NM.
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Demostracion. Tenemos que E estd sobre la circunferencia circunscrita al tridngu-
lo AABD y F esta sobre la circunferencia circunscrita al tridngulo AADC, en-
tonces los cuadrilateros ABDE y ADC'F son ciclicos. De lo anterior tenemos que
LAABD = LAAEF =ay LACD = {AFE = (3 lo cual implica que AABC' ~
ANAEF. Tanto M como N son puntos medios de los lados correspondientes BC'
y E'F, respectivamente, y esto implica que LAMB = LANE = LAND = 0,
es decir, el cuadrilatero ADM N es ciclico y por lo tanto L ANM = 90°. O

En el ejemplo que acabamos de ver, no es dificil convencerse que no es necesario
que M y N sean puntos medios de los lados BC'y E'F, de hecho, es suficiente
con considerar que los puntos dividan a los respectivos segmentos en la misma
razén. Esto se vio en realidad en el Teorema 1.4.1.

Aunque el siguiente ejemplo ya fue demostrado en la seccién anterior, damos una
demostracién mds utilizando cuadrilateros ciclicos.

Ejemplo 1.6.4 Sea AABC un triangulo tal que AB > AC > BC'. Sea D un
punto sobre el lado AB de tal manera que CD = BC, y sea M el punto medio
del lado AC. Demuestra que BD = AC si y sélo si { BAC =24 ABM.
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Demostracién. Sea P un punto sobre BM tal que A PAM = A MBA = «. Los
tridngulos AMAP y AM BA comparten el angulo L BM A 'y por construccién

_ : ’ MA _ MB _
LPAM = LM BA, por tanto, son semejantes. Asi que 575 = 771- Como M A =

C'M, se tiene que fjﬁ = %. Entonces, los tridngulos AMC Py AM BC' tienen

lados proporcionales, ademas comparten el dngulo LCM B. Se sigue que son
semejantes. De aqui obtenemos que L MCP = AMBC = f5.

Ahora, observemos que L APC = 180 — (a + f3). Por otro lado, como a + 8 =
KLABC = LCDB, se tiene que LADC = 180 — (v + 8) = LAPC. Obtenemos
que el cuadrildtero CPDA es ciclico. Esto implica que A PDB = L PCA = 5.
Se sigue que los triangulos ACPA 'y ADPB son semejantes. Entonces, BD =
AC & ACPA =2 ADPB & PA = PB & APAB = {PBA = {PAC &
LA =2LMBA. O

Ejemplo 1.6.5 Sean AABC un triangulo acutangulo y AD, BE y C'F sus
alturas. La circunferencia con diametro AD corta a los lados AB y AC en M y
N, respectivamente. Sean P y () los puntos de interseccion de AD con EF y
M N, respectivamente. Demuestra que () es el punto medio de PD.

Demostracion. Como AD es didmetro, los angulos L AM Dy £ AN D son rectos.
El tridngulo AABD es entonces semejante al AADM vy de aqui, AM - AB =
AD?. Andlogamente, AN -AC = AD?. Por lo tanto, AM-AB = AN-AC. Esto
implica que los tridngulos AANM y AABC son semejantes, ya que ademds de
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tener una pareja de lados proporcionales también comparten el dngulo L BAC.
Se sigue que BC'NM es un cuadrilatero ciclico.

C

Por otro lado, como L BEC = £ABFC = 90°, el cuadrilatero BF'EC también
es ciclico. Entonces v = LACB = L AMN = L AFFE. De aqui, M N es paralela
a FE. Ademas, si T es el punto de interseccion de M N con CF, LCTN =
AFTM = 90° — LTMF = 90° — v = LCDN. Por lo tanto, el cuadrilatero
DTNC es ciclico y entonces £ DTC = LDNC = 90°. El cuadrildtero DM FT
tiene 3 dngulos rectos, luego el cuarto angulo también es recto, es decir, se trata
de un rectangulo.

Tracemos F'R paralela a P() con R sobre M N, entonces los tridngulos AF MRy
ADTQ son de lados paralelos y como DT = F' M los triangulos son congruentes,
luego D) = FR = PQ), por lo tanto () es el punto medio de PD. O

Ejemplo 1.6.6 Dos circunferencias de centros O, y Os se intersecan en los
puntos A y B como se muestra en la figura. Por A se traza una recta | que
interseca de nuevo a las circunferencias en los puntos M y N. Por M y N se
trazan las lineas tangentes respectivas y éstas se intersecan en el punto P. La
paralela a PN por Oy y la paralela a PM por O, se intersecan en (). Demuestra
que las rectas P(), al variar la recta [, pasan por un punto fijo y que la longitud
del segmento P() es constante.
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Demostracion. Como vimos en el Ejemplo 1.6.1, el cuadrildtero BM PN es cicli-
co. Entonces L BPN = £BM N = «. Por otro lado, tenemos que £ BO10y =
ABMN y £B0O>0O; = £BNM, lo cual implica que £O:BOy = {MBN.
Con esto hemos probado que el cuadrilatero BO1QQO- es ciclico. De aqui ob-
tenemos que £ BQOy = £B0O10y = {BMN = «, lo cual implica que B,
@ y P estan alineados. De no ser asi, tendriamos que BP intersecaria a la
linea QO3 en un punto ()’ distinto de (), pero entonces también tendriamos que
ABQ'Oy = ABPN = £BQ0O, = «, lo que a su vez implicaria que los puntos
B, O, QQ, @y O4 son conciclicos. Esto es una contradiccién, por lo tanto, B,
@ y P estan alineados.

Para la segunda parte consideramos la proyeccién de () sobre PN y la llamamos
T. Sabemos que el dngulo L BM A = « no depende de la eleccién de la recta [,
entonces, como la longitud del segmento QT es igual al radio de la circunferencia
de centro Oy y LQPT = «, tenemos que los tridngulos AQPT siempre son
congruentes. Por lo tanto, la longitud del segmento P() no depende de la eleccién
de la linea [. ]
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1.6.1. Problemas

Problema 1.61 En /a siguiente figura estdn trazadas las bisectrices ® de los
angulos interiores del cuadrilatero ABC D, las cuales se intersecan en los puntos
E, F, G y H, como se muestra en la figura. Demuestra que el cuadrildtero
EFGH es ciclico.

A

G
B C

Problema 1.62 Sea AB una cuerda en una circunferencia y P un punto sobre
el arco AB. Sea () la proyeccion de P sobre AB, R y S las proyecciones de P
sobre las tangentes al circulo en A y B, respectivamente. Demuestra que P() es
la media geométrica de PR y PS, esto es, PQ) =/ PR - PS.

Problema 1.63 Una linea PQ), paralela al lado BC' de un triangulo ANABC,
cortaa AB ya AC en P y (), respectivamente. La circunferencia que pasa por
P y es tangente a AC en @), corta de nuevo a AB en R. Demuestra que el
cuadrilatero RQC'B es ciclico.

Problema 1.64 Dos circunferencias C, y Cy se intersecan en los puntos A y
B. Por el punto A se traza una recta que corta a las circunferencias C y Cs en
los puntos C'y D, respectivamente. Por los puntos C' y D se trazan tangentes
a las circunferencias, las cuales se intersecan en un punto M. Sea X un punto
en el segmento C'D de tal manera que C'X = AD. Demuestra que el triangulo
ACXM es semejante al triangulo ABAC.

Problema 1.65 Dos circunferencias C y Cy se intersecan en los puntos A y
B. Por el punto A se traza dos rectas (1 y {5, {1 interseca a Cy en C' 'y a Cy en

6La bisectriz de un angulo es la linea que pasa por el vértice y lo divide en dos dngulos
iguales.
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D, {5 interseca a Cy en E y a Cy en F. Las lineas CE y F'D se intersecan en
un punto M. Demuestra que los cuadrilateros MCBD y M EBF son ciclicos.

Problema 1.66 En un triangulo AABC sean M, N y P, puntos sobre los lados
BC, CA y AB, respectivamente. Se trazan las circunferencias circunscritas a los
triangulos NAPN, ABMP y ACNM. Demuestra que las tres circunferencias
tienen un punto en comiin el cual se conoce como punto de Miquel.”

Problema 1.67 Tres circunferencias tienen un punto comin O. Los lados del
triangulo NABC' pasan por los otros puntos de interseccion entre los pares
de circunferencias, como se muestra en la figura. Demuestra que el triangulo
formado por los centros de las circunferencias es semejante al triangulo NABC.

A

Problema 1.68 Teorema de Steiner. Estdan dadas cuatro rectas en el plano de
manera que no hay un par de ellas que sean paralelas ni tres de ellas que sean
concurrentes. Estas rectas determinan cuatro triangulos. Entonces se cumple que

(a) las circunferencias circunscritas a estos tridngulos concurren en un punto.

(b) Los centros de las circunferencias circunscritas a estos triangulos determi-
nan un cuadrilatero ciclico.

"Este resultado es conocido como teorema de Miquel.
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Problema 1.69 En un triangulo AABC sean M, N y P, puntos sobre los lados
BC, CA y AB, respectivamente. Se trazan las circunferencias circunscritas a
los triangulos NAPN, ABMP y NCNM. Sea T un punto cualquiera en el
plano. La linea T A corta a la circunferencia circunscrita al triangulo ANAPN
de nuevo en A’ La linea T' B corta a la circunferencia circunscrita al tridngulo
ABMP de nuevo en B, y La linea TC corta a la circunferencia circunscrita al
triangulo ACN M de nuevo en C'. Demuestra que los puntos A', B',C" y T son
conciclicos.

Problema 1.70 Por uno de los puntos C' del arco AB de una circunferencia
se han trazado dos rectas arbitrarias que cortan la cuerda AB en los puntos D
y E, y a la circunferencia, en los puntos F' 'y G. jPara cudl posicion del punto
C en el arco AB, el cuadrilitero DEGF es ciclico?

Problema 1.71 Se toma un punto P en el interior de un rectangulo ABC D
de tal manera que LAPD + £ BPC = 180°. Encuentra la suma de los angulos
ADAP y LBCP.

Problema 1.72 Sobre los lados de un cuadrilatero convexo, hacia el exterior,
estan construidos cuadrados. Las diagonales del cuadrilatero son perpendiculares.
Demuestra que los segmentos que unen los centros de los cuadrados opuestos,
pasan por el punto de interseccion de las diagonales del cuadrilatero.

Problema 1.73 En un cuadrado ABCD, M es el punto medio de AB. Una
linea perpendicular a M C' por M interseca a AD en K. Demuestra que £ BC'M =
£LKCM.

Problema 1.74 Sea ABCD un cuadrildtero ciclico, sea M el punto de in-
terseccion de las diagonales de ABCD, y sean E, F, G y H los pies de las
perpendiculares desde M hacia los lados AB, BC, CD y DA, respectivamente.
Determina el centro de la circunferencia inscrita en el cuadrilatero EFGH .

Problema 1.75 Sea AB el didmetro de un circulo con centro O. Se toma
un punto C' sobre la circunferencia de tal manera que OC' es perpendicular a
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AB. Sea P un punto sobre el arco CB. Las lineas CP y AB se intersecan en
Q. Se escoge un punto R sobre la linea AP de tal manera que RQ) y AB son
perpendiculares. Demuestra que BQ) = QR.

Problema 1.76 Demuestra que si un cuadrilatero ciclico tiene sus diagonales
perpendiculares, entonces la perpendicular trazada hacia un lado desde el punto
de interseccion de las diagonales bisecta el lado opuesto.

Problema 1.77 Demuestra que si un cuadrilatero ciclico tiene sus diagona-
les perpendiculares, entonces la distancia desde el centro de la circunferencia
circunscrita hasta un lado es igual a la mitad de la longitud del lado opuesto.

Problema 1.78 Sea ABCD un cuadrilatero convexo tal que las diagonales
AC' 'y BD son perpendiculares, y sea P su interseccion. Demuestra que las
reflexiones ® de P con respecto a AB, BC, CD y DA son conciclicos.

Problema 1.79 Estd dada la circunferencia ). Desde un punto exterior P se
trazan dos lineas tangentes a §2 las cuales la tocan en A y B. También por P se
traza una secante | a §). Desde el centro de ) se traza una recta perpendicular
al la cual corta a 2 en el punto K y al en C (el segmento BK corta a l).
Demuestra que BK bisecta el angulo L ABC.

Problema 1.80 La cuerda C'D de un circulo de centro O es perpendicular a
su didmetro AB. La cuerda AE bisecta el radio OC. Demuestra que la cuerda
DFE bisecta la cuerda BC'.

Problema 1.81 Estan dados una circunferencia Cy y un punto P exterior a
ésta. Desde P se trazan las tangentes a C'y las cuales la intersecan en los puntos
Ay B. También desde P se traza la secante | la cual interseca a C'; en los puntos
C' y D. Por A se traza una linea paralela a | la cual interseca a C, ademas de
en A, en un punto E. Demuestra que E B bisecta la cuerda C'D.

8Decimos que un punto X' es el reflejado de X con respecto a una linea ¢ si el segmento
X'X es perpendicular a £ y su punto medio estd en /.
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Problema 1.82 Desde un punto sobre la circunferencia circunscrita a un triangu-
lo equilatero ANABC' estan trazadas rectas paralelas a BC, CA y AB, las cuales
cortan CA, AB y BC en los puntos M, N y @), respectivamente. Demuestra
que M, N y @ estan alineados.

Problema 1.83 Sea AABC un tridngulo rectangulo y sea D el punto donde
la altura desde A interseca a la hipotenusa BC. Sean I y J los incentros de los
triangulos NABD y NADC, respectivamente, y sean M y N los puntos donde
la linea 1.J interseca a los catetos AB y AC, respectivamente. Demuestra que
AM = AN.

Problema 1.84 E/ AABC tiene inscrita una circunferencia, cuyo didmetro
pasa por el punto de tangencia con el lado BC' y corta la cuerda que une los
otros dos puntos de tangencia en el punto N. Demuestra que AN parte BC' por
la mitad.

Problema 1.85 Dos circunferencias se intersecan en los puntos A y B. Una
recta arbitraria pasa por B y corta por segunda vez la primera circunferencia en el
punto C' y a la segunda en el punto D. Las tangentes a la primera circunferencia
en C' y a la segunda en D se cortan en el punto M. Por el punto de interseccion
de AM y CD pasa una recta paralela a CM, que corta AC' en el punto K.
Demuestra que K B es tangente a la segunda circunferencia.

Problema 1.86 Sean B y C dos puntos de una circunferencia, AB y AC las
tangentes desde A. Sea () un punto del segmento AC y P la interseccion de
BQ con la circunferencia. La paralela a AB por () corta a BC' en J. Demuestra
que PJ es paralelo a AC si y sélo si BC* = AC - QC.

Problema 1.87 Dado un cuadrilatero ciclico ABCD, las diagonales AC'y BD
se intersecan en E y las lineas AD y BC' se intersecan en F. Los puntos medios
de AB y CD son G y H, respectivamente. Demuestra que E'F es tangente en
E al circuncirculo del triangulo AEGH.
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1.7. Teorema de Ptolomeo

En esta seccidon veremos un teorema sobre cuadrilateros ciclicos el cual se debe
al matematico Ptolomeo, de la antigua Grecia. El enunciado del Teorema de
Ptolomeo es el siguiente:

Teorema 1.7.1 Un cuadrilatero ABC'D es ciclico si y sélo si

AB-CD+ AD-BC = AC - BD.

D

Demostracion. Sea P un punto en el plano de manera que { PAD = {BAC'y

APDA = £BCA. De aqui tenemos que el tridngulo AAPD es semejante al

> BC _ AC :
tridangulo AABC, entonces 55 = 45 de donde se obtiene que

BC - AD = AC - PD. (1.8)

De la misma semejanza tenemos que % = ﬁ—g y L BAP = LCAD, entonces

AABP ~ AACD, de esta dltima se sigue que ﬁ—g = %. Escrita en otra forma
AB-CD = AC - BP. (1.9)
Sumando las igualdades (1.8) y (1.9) tenemos que
AB-CD+ BC-AD = AC(BP + PD).
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Ahora, tenemos que AB-CD+BC-AD = AC-BD siysélosi BP+PD = BD,
es decir, si y sélo si B, Py D son colineales. De manera equivalente, tenemos
que AB-CD + BC - AD = AC - BD si y s6lo si { BDA = £BCA, es decir,
si y sélo si ABC'D es un cuadrildtero ciclico. O

El siguiente problema se obtiene de manera muy sencilla si aplicamos el Teorema
de Ptolomeo.

Ejemplo 1.7.1 Sea M un punto sobre el arco CB (el cual no contiene al vértice
A) de la circunferencia circunscrita al triangulo equilatero AABC'. Entonces se
cumple que BM + CM = AM.

Demostracion. Aplicando el Teorema de Ptolomeo en el cuadrilatero ciclico
ABMC' tenemos que

BC-AM = AB-CM + AC - BM.

Como el triangulo es equilatero, dividimos ambos lados de la ecuacién por la
longitud del lado de éste y obtenemos que AM = CM + BM. O

Ejemplo 1.7.2 Dado un triangulo acutangulo ANABC, sean R y r el circun-
radio y el inradio, respectivamente. Sea O el circuncentro y sean d 4, dg, dc,
las distancias de O a los lados BC', C' A, AB, respectivamente. Demuestra que
dA+dB+dC:R—|—T.

Demostracion. Sean D, E y F los pies de las perpendiculares desde O hacia los
lados BC, C'A'y AB, respectivamente. Observemos que el cuadrildtero BDOF
es ciclico, entonces, aplicando el Teorema de Ptolomeo, tenemos BO - DF =
BD - FO+ BF - DO, es decir

b a c
.~ =2.d Z.da. 1
R-g=5detg da (1)
Andlogamente,
c a b
R'§_§'dB+§'dAv (2)
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a b c
R-§—§~dc+§-d3. (3)
Sumando (1), (2) y (3) obtenemos
a b ¢ b ¢ a c a b
R<§+§+§) —d, <§+§) +dy (5 +5) +de <§+§).
Equivalentemente

b
R-SZS(dA+dB+dc)—(g'dA+§'dB+g'dc),

es decir
R-s=s(da+dp+dc)— (|BOC|+ |COA|+|AOB|),
R S = S(dA+dB —|—dc) — |ABC‘,
donde s = %b“ Como el area del tridngulo se obtiene mediante la expresion

s -1, lo cual puede verse dividiendo al tridngulo en tres tridngulos mas pequenos
los cuales tienen altura r, tenemos que

R-s=s(da+dg+dc)—s-T.
De esta ultima igualdad se obtiene la expresidon deseada. O

A

N

B D C

Si el triangulo es obtusingulo, por ejemplo £ BAC' > 90°, entonces se cumple
que dg +dc — dy = R+ r. La demostracion es andloga a la que acabamos de
ver.
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1.7.1. Problemas

Problema 1.88 Dado un triangulo NABC, sean I su incentro y L el punto
donde la linea Al interseca al circuncirculo. Demuestra que

AL AB+ AC
LI  BC

Problema 1.89 E/ tridngulo isésceles ANABC (AB = AC') estd inscrito en
una circunferencia. Sea P un punto en el arco BC. Demuestra que

PA  AC
PB+PC BC

Problema 1.90 Una circunferencia pasa por el vértice A de un paralelogramo
ABCD e interseca los lados AB y AD en los puntos P y R, respectivamente, y
a la diagonal AC' en el punto (). Demuestra que AQ-AC = AP-AB+ AR-AD.

Problema 1.91 Sea AgA; ... As,_1 un 3n-agono regular inscrito en una cir-
cunferencia. Desde un punto P, sobre la circunferencia, se trazan las cuerdas a
los 3n vértices. Demuestra que la suma de las longitudes de las n cuerdas mas
grandes es igual a la suma de las longitudes de las restantes 2n cuerdas.

Problema 1.92 Dado un heptagono regular ABCDEFG de lado 1, demuestra
que las diagonales AC' y AD verifican

L
AC T AD T T

Problema 1.93 Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico y sean x, y y z las distancias
desde A hacia las lineas BD, BC, C'D, respectivamente. Demuestra que

BD BC CD
= + )

x Y z
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Problema 1.94 Sea P un pentagono ciclico. Considera una triangulacion de
P, es decir, la descomposicion de P en tres triangulos disjuntos con vértices
en los vértices de P. Ahora, considera la suma de los inradios de los triangulos
en los cuales queda dividido P. Demuestra que esta suma no depende de la
triangulacion escogida.

Problema 1.95 Teorema de Casey. Sean Cy,Cs, C3,Cy4 cuatro circulos los cuales
son tangentes a una circunferencia I, todos ellos tangentes internamente o todos
ellos tangentes externamente, y dispuestos en forma ciclica. Denotemos por t;;
la tangente externa comtn a las circunferencias C; y C;. Entonces

t1g - lgq +tog - tar = 113 - Log.
Reciprocamente, si las circunferencias estan localizadas de manera que
tt1g - 34 T tog - Ty T 13 - tog =0,

para alguna combinacion de los signos + y —, entonces existe una circunferencia
la cual toca a todos los circulos, siendo los contactos todos internos o todos
externos.

1.8. Potencia de un punto con respecto a una
circunferencia

Consideremos un punto Py una circunferencia €2 de centro O y radio r. El nimero
(OP)? — r? se conoce como la potencia de P con respecto a §2. Notemos que
la potencia de un punto dado P es positiva, cero, o negativa, dependiendo de
si el punto se encuentra fuera, sobre, o dentro de la circunferencia. De ahora en
adelante no nos preocuparemos por el signo de la potencia, ya que para muchos
de los problemas a los que nos enfrentamos en una olimpiada de matemadticas
s6lo nos interesa el valor absoluto de ésta. Sin embargo, si es importante notar
la relacion que existe entre la potencia de un punto dado P y el producto de las
longitudes de ciertos segmentos sobre las lineas que pasan por P.
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Teorema 1.8.1 Sea ) una circunferencia de centro O y radio r y sea P un
punto en el plano. Si una linea por P interseca a ) en A y B, entonces el
valor absoluto de la potencia de P es igual al producto de las longitudes de los
segmentos PA y PB.

Demostracion. Demostraremos el teorema para cada uno de los casos siguientes.

El punto P esta sobre la circunferencia. Claramente la potencia es cero ya
que OP = r. Para cada linea por P tenemos que alguno de los segmentos
PA o PB, mencionados en el enunciado del teorema, tiene longitud O,
entonces el producto PA- PB = 0.

. El punto P estd en el interior de €. Sean AB y C'D dos cuerdas arbitrarias

que pasan por el punto P. Tracemos CA'y BD. Tenemos que L AC'D =
£ ABD porque ambos son dngulos inscritos que intersecan el mismo arco,
andlogamente L{CAB = ALCDB, de aqui que el tridngulo AAPC es
semejante al tridngulo ADPB de donde se obtiene que

AP  PC
—=—=— AP -PB=CP-PD.

PD PB
De manera particular, si CD es un diametro de {2 tenemos lo siguiente:
supongamos que el segmento C'P contiene al punto O, entonces C'P =
CO+0OP=r4+0OPyPD=DO— PO =r— PO, lo cual muestra que
la potencia es constante para todas las cuerdas que pasen por P.
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B

[1l. El punto P esta en el exterior de la circunferencia. Sean PB y PD dos
secantes arbitrarias trazadas desde P, las cuales intersecan a la circunferen-
cia, ademasdeen By D, en los puntos Ay C', como se muestra en la figura.
Tracemos CAy BD. Tenemos que LACP = {ABD = «, ya que el cua-
drilatero ABDC es ciclico. Por la misma razén, L{CAP = £ BDC = j3, de
aqui que el triangulo AAPC es semejante al triangulo ADPB de donde
se obtiene que

AP  PC
— =—=— AP -PB=CP-PD.

PD PB
Como en el caso anterior, consideremos que C'D es un didametro de €.
De nuevo, es ficil ver que PC - PD = (PO)? — r?, es decir, el producto

PA - PB es igual a la potencia de P con respecto a €. ° O

D

De ahora en adelante, cuando consideremos la potencia de un punto, nos esta-
remos refiriendo al valor absoluto de ésta. Mediante algunos ejemplos, veremos

9Falta demostrar que el valor de la potencia también es igual al cuadrado de la longitud
del segmento tangente PM, pero esto se deja como ejercicio.
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como la potencia de un punto nos puede ayudar a solucionar algunos problemas
en los que aparentemente no tiene relacién.

Ejemplo 1.8.1 Esta dado un dangulo con vértice O y una circunferencia inscrita
en él, la cual toca sus lados en los puntos A y B. Por el punto A se traza una linea
paralela a OB la cual interseca a la circuntferencia en el punto C'. El segmento
OC' interseca la circunferencia en el punto E. Las lineas AE y OB se intersecan
en el punto K. Demuestra que OK = KB.

Demostracion. Demostrar que OK = KB es equivalente a demostrar que
OK? = KB?. Como K B? es la potencia del punto K a la circunferencia tenemos
que KB? = KE - KA (esto se deja como ejercicio). Sélo falta calcular OK?, y
para esto tenemos que LOAK = LACFE = «, ya que ambos angulos intersecan
el arco FA; ademas L FOK = LACFE, por ser AC'y OK paralelos. Tenemos
entonces que AFOK ~ AOAK de donde obtenemos que OK? = KE- KAy
como ya habfamos encontrado que K B? = K E- K A tenemos que OK? = K B?,
es decir, OK = KB. O

(0] K B

Ejemplo 1.8.2 La circunferencia inscrita en el triangulo ANABC' es tangente a
los lados BC, CA y AB es los puntos D, E y F, respectivamente. AD corta la
circunferencia en un segundo punto (). Demuestra que la recta E() pasa por el
punto medio de AF si y sélo si AC = BC.

Demostracion. De manera andloga a la solucién del ejemplo anterior, tenemos
que M es el punto medio de AF siy sélo si AMAQ = LAEM (f = «).
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B D C

Por otro lado, sabemos que LEDQ = LAEM (inscrito y semi-inscrito que
intersecan el mismo arco), entonces M sera el punto medio de AF siy sdlo si
AMAQ = LEDQ. Es decir, M es el punto medio de AF siysdlosi ED || AB.
Pero esto dltimo es cierto si y sélo si AC' = BC. O

Definicion 1.8.1 Dadas dos circunferencias, consideremos el conjunto de pun-
tos que tienen la misma potencia con respecto a ambas. A este conjunto se le
denomina eje radical.

Mostraremos que el eje radical es una linea recta. Consideremos primero el caso
cuando las dos circunferencias se cortan en dos puntos:

P
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Es muy facil ver que cualquier punto sobre la linea que pasa por A y B tiene
la misma potencia con respecto a las dos circunferencias. Pero, j coémo sabemos
que no hay mas puntos, ademas de los de esta linea, que pertenezcan al eje
radical? Como veremos ahora, no existe ningln punto fuera de la recta el cual
tenga la misma potencia con respecto a C; y Cs. Supongamos que P tiene la
misma potencia con respecto a C'; y 'y y consideremos la linea que pasa por P
y A. Esta linea interseca a C'y y C por segunda vez en C'y D, respectivamente.
Tenemos que la potencia de P con respecto a C; es PA - PC'y la potencia de
P con respecto a Cy es PA- PD, pero PC # PD, por lo tanto P no pertenece
al eje radical.

Si las dos circunferencias son tangentes en un punto entonces el eje radical es la
linea tangente que pasa por el punto comun:

A

C 1 CQ

Por otro lado, si las dos circunferencias no se intersecan, se puede probar que el
eje radical es la recta que pasa por los puntos medios de las tangentes exteriores
comunes??.

Cy
(@

Teorema 1.8.2 Dadas tres circunferencias cuyos centros no estan alineados,
los tres ejes radicales (uno por cada par de circunferencias) se intersecan en un
punto. Este punto es llamado el centro radical de las circunferencias.

10Esto se deja como ejercicio para el lector.
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Demostracion. Sean C1,Cy y Cs las circunferencias dadas y sea P el punto
donde se intersecan los ejes radicales de C y Cs, y C y Cj3, respectivamente.
De aqui es claro que P tiene la misma potencia con respecto a C7, Cy y C, Cs,
en particular, P tiene la misma potencia con respecto a (5 y (5. Se sigue que

P pertenece al eje radical de C5 y (. O
Co D
Cs
Cq

Utilizando este teorema podemos dar una manera de construir el eje radical
de dos circunferencias que no se intersecan. Por ejemplo, para encontrar el eje
radical de C'} y C5 trazamos dos circunferencias (C y C4) cada una de las cuales
intersecte a C; y (5. Tenemos que el centro radical de C, Cy y C5 es P, y el
centro radical de C, Cy y Cy es (). Como P y () tienen la misma potencia con
respecto a 'y y C5 tenemos que el eje radical de C; y (5 es la linea que pasa

por Py Q.

A
Cy
A S
, ~
/7 AN
/ \

/ \

i \

| |

P
C1

/ 02
I
[ [
\ /
\ /

\ /

Cg AN e
\\‘-—’/
A
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Ejemplo 1.8.3 Una linea paralela al lado BC' de un triangulo ANABC' corta
aAB en F y a AC en E. Demuestra que las circunferencias que tienen como

didmetros a BE y a C'F’ se cortan en un punto que cae en la altura del triangulo
AABC bajada desde el vértice A.

Demostracion. Sean C7 y Cs las circunferencias de didametros BE y C'F, res-
pectivamente. Supongamos que C interseca a AC' de nuevo en L y que Cy
interseca a AB de nuevo en K. Sean Py () los puntos de interseccién de estas
circunferencias. Debido a que BE es didmetro de C; tenemos que £ BLE = 90°,
de la misma manera tenemos que £LC' K F = 90°, y con esto tenemos que el cua-
drildtero BK LC' es ciclico. Denotemos la circunferencia circunscrita de BK LC'
por C3. Tenemos que la linea BL es el eje radical de C y C3, ademas, la linea
CK es el gje radical de Cy y C5. Tenemos que estos ejes radicales se intersecan
en el ortocentro del tridngulo (el punto donde concurren las alturas, H), y por
el Teorema 1.6.2 tenemos que el eje radical de C; y C5 también debe pasar por
H. Como el eje radical de C; y C5 es precisamente la linea P(), tenemos que
P(Q) pasa por H, ademds, como sabemos que la linea que une los centros de dos
circunferencias es perpendicular a su eje radical (esto se deja como ejercicio),
tenemos entonces que P() es perpendicular a M N. Por otro lado, como M y N
son puntos medios de BE y C'F, ademds, como E'F' || BC, concluimos que los
puntos Py () estan sobre la linea que contiene la altura desde el vértice A. [
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1.8.1. Problemas

Problema 1.96 En /a siguiente figura estan trazadas una secante y una tan-

gente que intersecan la circunferencia en los puntos A, B y M. Demuestra que
PM? = PA- PB.

M

Problema 1.97 En /a siguiente figura, desde un vértice del cuadrado esta tra-
zada una tangente la cual tiene una longitud igual al doble del lado del cuadrado.
Encuentra el radio de la circunferencia en funcion del lado del cuadrado.

T

2z

Problema 1.98 En /a siguiente figura AB = AD =5, BC =9y AC =T.

BD
Encuentra Be-

A
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Problema 1.99 Demuestra que el eje radical de dos circunferencias, donde
ninguna de ellas contiene a la otra, es la recta que pasa por los puntos medios
de los segmentos tangentes comunes.

Problema 1.100 Demuestra que el eje radical de dos circunferencias es per-

pendicular a la linea de los centros *'.

Problema 1.101 Por un punto sobre el eje radical de dos circunferencias di-
bujamos secantes a cada una de éstas. Estas secantes determinan cuatro puntos
sobre las circunferencias. Demuestra que esos puntos forman un cuadrilatero
ciclico.

Problema 1.102 Sea BD la bisectriz del angulo £ ABC' del triangulo ANABC'.
El circuncirculo del triangulo ABDC' interseca a AB en E y el circuncirculo del
triangulo AABD interseca a BC' en F'. Demuestra que AE = CF.

Problema 1.103 Sea AABC un triangulo arbitrario y sea P un punto fijo en
el plano. Las lineas AP, BP y C'P intersecan por segunda vez a la circunferencia
circunscrita del triangulo NABC' en los puntos Ay, By y C1, respectivamente.
Consideremos dos circunferencias, una que pasa por A y A, y otra que pasa por
B y By. Sean D y D, los extremos de la cuerda comiin de estas circunferencias.
Demuestra que C, Cy, D y Dy se hallan en una misma circunferencia.

Problema 1.104 Una circunferencia de centro O pasa por los vértices A y
C de un triangulo AABC' y corta los segmentos AB y BC nuevamente en
distintos puntos K y N, respectivamente. Las circunferencias circunscritas a los
triangulos NABC y AK BN se cortan exactamente en dos puntos distintos B
y M. Demuestra que el angulo LKOM B es un angulo recto.

Problema 1.105 Sea C' un punto sobre un semicirculo de didmetro AB y sea
D el punto medio del arco AC. Sea E la proyeccion del punto D sobre la linea
BC' y sea F' la interseccion de la linea AE con el semicirculo. Demuestra que
BF bisecta al segmento DFE.

11Se llama linea de los centros a la linea que pasa por los centros de dos circunferencias.
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Problema 1.106 Teorema de Haruki. Sean AB y CD dos cuerdas sobre una
circunferencia las cuales no se intersecan y sea P un punto variable sobre el arco
AB, el cual no contiene los puntos C'y D. Sean E y F' las intersecciones de las
cuerdas PC, AB, y PD, AB, respectivamente. Entonces el valor de A%}?F no
depende de la posicion del punto P.

Problema 1.107 Sea ABCD un cuadrildtero inscrito en un semicirculo T" de
diametro AB. Las lineas AC'y BD se intersecan en E y las lineas AD y BC en
F. La linea E'F interseca al semicirculo " en G y a la linea AB en H. Demuestra
que E es el punto medio del segmento GH si y sélo si G es el punto medio del
segmento F'H.

Problema 1.108 Sea P al punto de interseccion de las diagonales AC'y BD
de un cuadrilatero ABC'D inscrito en una circunferencia, y sea M el punto medio
de C'D. La circunferencia que pasa por P y que es tangente a CD en M, corta
a BD ya AC en los puntos (Q y R, respectivamente. Se toma un punto S sobre
el segmento BD, de tal manera que BS = D(). Por S se traza una paralela a
AB que corta a AC' en un punto T'. Demuestra que AT = RC.

Problema 1.109 Demuestra que si una circunferencia interseca los lados BC,
CA, AB del tridngulo ANABC' en los puntos D, D'; E, E'; F, F'; respectiva-
mente, entonces

AF BD CE AF' BD CE _
FB DC EA F'B DC FEA

Problema 1.110 En una circunferencia esta trazado el diametro AB y la cuer-
da C'D perpendicular a AB. Una circunferencia arbitraria es tangente a la cuerda
CD y al arco BD. Demuestra que la longitud del segmento tangente a esta cir-
cunferencia, trazado a partir del punto A, es igual a AC'.

Problema 1.111 Sea O el centro de la circuntferencia circunscrita de un triangu-
lo NABC'. La bisectriz del angulo £ BAC' interseca al lado BC' en un punto D.
La linea perpendicular a AD, a través de su punto medio M, interseca a la linea
AQO en un punto N. Demuestra que los puntos B,C, M y N son conciclicos.
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Problema 1.112 Sea AABC' un triangulo acutangulo. Los puntos M y N son
tomados sobre los lados AB y AC, respectivamente. Los circulos con diametros
BN y CM se intersecan en los puntos P y (). Demuestra que P, Q) y el orto-
centro H, son colineales.

Problema 1.113 Dado un punto P, en el interior del circulo circunscrito a un
triangulo AABC, sean D , E y F' las proyecciones de P sobre los lados BC', C' A
y AB, respectivamente. El triangulo ADEF' es denominado el triangulo pedal
del punto P. Demuestra que el drea del triangulo ANDEF' se puede calcular como

(2 —d?)
DEF|=-~———=|ABC
pEF| == —Hjanc),
donde R es el radio de la circunferencia circunscrita al triangulo AABC'y d es
la distancia del punto P al circuncentro de ANABC. (Teorema de Euler)

El resultado sigue siendo valido si el punto P esta fuera del circulo circunscrito,

sélo que en este caso se tiene que

(d* — R?)

DEF| =

|ABC).

Problema 1.114 Sean A, B, C' y D cuatro puntos distintos sobre una linea
(en ese orden). Los circulos con didmetros AC' y BD se intersecan en X y Y.
La linea XY interseca BC en Z. Sea P un punto sobre la linea XY, distinto de
Z. La linea C'P interseca el circulo con diametro AC' en C'y M, y la linea BP
interseca el circulo con didmetro BD en B y N. Demuestra que las lineas AM,
DN y XY son concurrentes.

Problema 1.115 Sea AABC' un triangulo acutangulo con ortocentro H y sea
W un punto sobre el lado BC'. Denotemos por M y N los pies de las alturas
desde B y C, respectivamente. Sea w, el circuncirculo de ABW N y sea X
el punto sobre wy el cual estd diametralmente opuesto a W. Analogamente,
denotemos por ws el circuncirculo de ACW M y sea’Y el punto sobre wy el cual
esta diametralmente opuesto a W. Demuestra que X, Y y H son colineales.
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1.9. Areas de triangulos y cuadrilateros

Si en un tridngulo conocemos la longitud de un lado y la altura trazada hacia éste,
es bien sabido que podemos calcular su area simplemente multiplicando ambas
magnitudes y después dividiendo entre dos. Sin embargo, existen otras férmulas
para calcular el area, las cuales en muchas ocasiones resultan mas dtiles, por
ejemplo:

Ejemplo 1.9.1 En el triangulo AABC, sabemos que AB = ¢, BC = a y
£ ABC = «. Entonces

1
|ABC| = gac - senc.

Demostracion. Sea h la longitud de la altura trazada hacia el lado BC'. Sabemos
que |[ABC| = }ah y ademds como £ = sen , tenemos que |ABC| = Lac-sena.

U
A

h

|
|
@

B D C

Ademas, por la Ley de Senos tenemos que

a b ¢
senA  senB senC

donde R es el radio de la circunferencia circunscrita al tridngulo. Utilizando esto
y sustituyéndolo en la expresién anterior tenemos que

|ABC| =2R*-sen A-sen B -senC.

2R,

Ejemplo 1.9.2 Consideremos un cuadrilatero convexo ABC'D y sea P el punto
de interseccion de AC' y BD. Si sabemos que L APB = «, entonces

|ABCD| = %AC -BD - sen a.
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Demostracion. Tracemos las perpendiculares desde B y D sobre AC, las cuales
intersecan AC' en F'y F, respectivamente.

Tenemos que

|ABCD| = |ABC| + |ADC| = %AC . BF + %AC -DE

—
|ABCD|_AC'BP~sena+AC~DP~sena _ AC(BP +DP)-sena
= 5 _ 2
—

1
|ABCD| = §AC -BD -senca. O

Ademas, si el cuadrildtero tiene alguna propiedad especial, es posible encontrar
otras férmulas para calcular el drea.

Ejemplo 1.9.3 Sea ABCD un cuadrilatero ciclico, y sean AB = a, BC = b,
CD=c, DA=dys =t Fpronces tenemos que

|ABCD| = /(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d).

Demostracion. Sea £ DAB = a 'y sea x = BD. Tenemos que
1 1
|ABCD| = |ABD|+ |BCD| = §(ad+ be) - sena = §(ad+ bc)V'1 — cos?a,

por otro lado,

= b+ 4 2bc- cosa,
22 = a*+d*>—2ad- cosa,
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—
cosa—a2+d2—bz—c2
T 2bc+2ad
—
1 (2bc + 2ad)? — (a? + d? — b2 — ¢2)?
ABCD| = =(ad
ABCD| = J(a +bc)\/ el |
=
|ABCD| = \/<2bc+2ad+b2+02—a2—d2)(2bc+2ad—b2—c2+a2+d2)
4 )
=

|ABCD| = i\/[(b +¢)? = (a—d)?[(a+d)? = (b—-0¢),

1
|ABCD| :Z\/(b+c+d—a)(b+c+a—d)(a+d—|—c—b)(a+d+b—c),

|ABCD| = /(s —a)(s —d)(s — b)(s — ¢). O

La férmula anterior es conocida como férmula de Brahmagupta. Cuando el cua-
drilatero se degenera en triangulo, obtenemos la conocida férmula de Herdn, por
ejemplo, si D = A entonces tenemos que

|ABC| = \/(s —a)(s—=0b)(s—c)(s).

Otro hecho que resulta muy Gtil en muchos problemas donde aparecen razones
de longitudes de segmentos de figuras o razones de areas es el siguiente:

. > - AB _ BC _
Lema 1.9.1 Sidos tridngulos AABC'y ADEF son semejantes, y 55 = 75 =
% = \ entonces

(a) AB+ BC + CA = A(DE + EF + FD).

(b) |ABC| = )2 - |DEF).
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Demostracion. La demostracién del inciso (a) es clara de la proporcién de los
lados de los tridngulos. Para demostrar (b), notemos que si A y A’ son las al-
turas de los tridngulos AABC' y ADFEF, trazadas hacia los lados BC'y EF,
respectivamente, entonces se cumple que % = A. Ahora, como |DEF| = %h’

. . . . / -
y [ABC| = BSh = AEPAN ge sigue que

ABo| e

|DEF|  ELX

=\2.0

Ejemplo 1.9.4 Las dreas de los triangulos formados por los segmentos de las
diagonales de un trapecio y sus bases son Sy y So. Hallar el drea del trapecio.

A B

Ny

a
Sa

D C

Solucion. En el trapecio ABC D, sea P el punto de interseccidn de las diagonales,
y sean |DPC| =95, |APB| =51y LDPC = «. Tenemos que

1
V/|APB| - |DPC| = 5\/(AP -PB-sena)(DP - PC -sena)

—

V/|APB| - |DPC| = %\/(AP -DP -sena)(BP - PC -sena)

—

V|APB|-|DPC| = \/|APD| - |BPC|
pero como |APD| = |BPC/|, tenemos que

V|APB|-|DPC| = /S-S, = |APD| = |BPC|

2
|ABCD|:Sl+Sg+2\/Sl-52:<\/571+ 52) O
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Ejemplo 1.9.5 A través de cierto punto tomado dentro del tridngulo, se han
trazado tres rectas paralelas a sus lados. Estas rectas dividen el drea del triangulo
en seis partes, tres de las cuales son triangulos con areas iguales a S1, Sy y Ss.
Hallar el area del triangulo dado.

Solucion. Sean P el punto dado y S el area del triangulo AABC'. Sean D, E, F,
G, H, I los puntos donde estas paralelas intersecan a los lados, como se muestra
en la figura siguiente.

Sa

S1

B D E C

Los triangulos ADEP, AFGP y AHIP son semejantes al triangulo AABC,
ademas sus lados se relacionan de la siguiente manera:

DE 5 PF V& IP V5

BC 8’ BC V8’ BC S
También tenemos que IP = BD y que PF = EC,y como BD+ DE + EC =
BC' obtenemos

IP DE PF BD+ DE+ EC i \/_ \/7 VS,
BC BC BC BC f \/_ VS
De aqui obtenemos que S = (v/S1 + /S + 1/53)%. O

Ejemplo 1.9.6 Sean M y N los puntos medios de los lados AB y BC' de un
cuadrado ABCD. Sean P el punto donde AN interseca a DM, @) el punto
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donde AN interseca a CM y R el punto donde C'M interseca a DN. Prueba
que
|AMP|+ |BMQN| + |CNR| = |DPQR)|.

A M B
p Q

N
R

D C

Solucion. La solucién a este problema es muy sencilla si consideramos el siguiente
resultado conocido como el Teorema de los tapetes:

si dos tapetes de dreas S1 y Sy se colocan en una region de drea S = S1 + S5,
entonces el area doblemente cubierta es igual al drea sin cubrir.

Para el problema que estamos analizando en particular, se cumple que la suma
de las dreas de los dos tridngulos es igual al area del cuadrado. La solucién es
evidente aplicando el Teorema de los tapetes.

Ejemplo 1.9.7 En todo hexagono convexo de drea 1 podemos escoger tres
vértices consecutivos los cuales determinan un triangulo de drea menor o igual a
1/6. Mds adn, si no podemos encontrar tres vértices consecutivos del hexdgono
los cuales determinen un triangulo de drea estrictamente menor que 1/6, entonces
las diagonales principales del hexagono son concurrentes y lo dividen en seis
triangulos congruentes.

Solucion. Sea ABCDEF un hexagono de area 1. Supongamos primero que las
diagonales AD, BE, y C'F son concurrentes en un punto H. Notemos que uno
de los tridngulos NANABH, ABCH, ACDH, ADEH, AEFH,o AFAH tiene
area a lo mas 1/6. Sin pérdida de generalidad, supongamos que |[AHF| < 1/6.
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Si BE || AF entonces tenemos que |[ABF| = |AEF| = |AHF| < 1/6. Ahora,
si BE no es paralelo a AF' entonces tenemos que alguna de |[ABF| < |[AHF| <
1/6 6 AEF| <|AHF|<1/6 se cumple.

C D

Supongamos ahora que cada dos de los segmentos AD, BE y C'F’ se intersecan
en alguno de los puntos GG, H y I, como se muestra en la siguiente figura. Con-
sideremos la divisién del hexagono en los tridngulos AABH, ABCH, ACDG,
ADEG, AEFI, AFAI y AGHI. Claramente, alguno de los seis tridngulos
enlistados tiene drea menor que 1/6. En cualquier caso, es facil probar que existe
un tridngulo cuyos vértices son vértices consecutivos del hexdgono y el cual tiene
drea menor que 1/6.
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Ahora, si no existen tres vértices consecutivos que determinen un tridngulo de
drea menor que 1/6, entonces las diagonales AD, BE y C'F son concurrentes
y cada uno de los triangulos NAABH, ABCH, ACDH, ADEH, AEFH y
AFAH, tienen drea 1/6. Mas adn, tenemos que AF'y C'D son paralelos a BE;
AB y DFE son paralelos a CF; y BC'y EF son paralelos a AD. Se sigue que
todos los tridngulos NANABH, ABCH, ACDH, ADEH, AEFH y ANFAH,
son congruentes. O

B A

Finalmente, veremos como se puede obtener una solucién elegante de un pro-
blema dificil el cual trata sobre razones de segmentos. La solucién se obtiene
mediante un cambio de razones de segmentos por razones de areas de paralelo-
gramos.

Ejemplo 1.9.8 Sea A, A, ... Ag un octagono convexo, es decir, todos sus angu-
los internos son menores que 180°. Sabemos que todos los lados del octagono
tienen la misma longitud y que cada par de lados opuestos son paralelos. Para
cada i = 1,...,8, definamos el punto B; como la interseccion del segmento
A;Aiyq con el segmento A;_1 A1, donde Aj s = A y Bjis = Bj, para todo
numero entero j. Demuestra que para algin niumero 1, de entre los niimeros 1,
2, 3y 4, se cumple que

AiAity

BiBi.4

3
< -
-2

Solucién. Para cada lado del octagono vamos a considerar los tres paralelogramos
que se pueden formar con dos de sus lados paralelos a dicho lado y sus otros
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dos lados paralelos a algtin otro lado del octagono. Después, de entre todos esos
paralelogramos, vamos a considerar uno de los que tenga menor area (podria
haber mas de uno con drea minima). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que el paralelogramo con area minima tiene base en el lado A; A,. Entonces los
otros dos lados del paralelogramo, no paralelos a A;As, deben ser paralelos a
A3As 6 a A Ag. Para ver que esto debe ser asi, notemos lo siguiente:

Sean A, By C, tres puntos de un mismo lado de una linea ¢ y todos ellos a
la misma distancia de un punto O en ¢, como se muestra en la figura. Por O
trazamos la linea m perpendicular a ¢. Tenemos que dos de los puntos deben
quedar del mismo lado de m (o alguno de ellos sobre m), supongamos By C.
Entonces, de los tres puntos, el que estd a menor distancia de ¢ debe ser A 6 C.
Es decir, no puede ser B.

Supongamos que A,C1AgA; es el paralelogramo de drea minima a; y consi-
deremos los paralelogramos Ay A3CyCy, A3ALA5Cy, C1CyA5Cs, C3A5A6A7 y
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C1C3A7Ag, cada uno de ellos con area as, as, aq, as y ag, respectivamente. No-

temos que ‘A6A7Ag|+|A2A3A4‘ = |0102A503| y que ‘A4A5A6‘ = |A201A8| =

$|A2C1 Ag Ay, entonces, no es dificil ver que
A1A5_2a1+a2+a3+a5+a6_1+ 2&1

BlB5_ as + as + as + ag a2+a3+a5+a6'

De aqui se obtiene que
A As < 1 3

B1Bs — 2 2

1.9.1. Problemas

Problema 1.116 Tenemos dos triangulos con un vértice A comin, los demds
vértices se encuentran en dos rectas que pasan por A. Demuestra que la razén
entre las dreas de estos triangulos es igual a la razén entre los productos de los
dos lados de cada triangulo que contienen el vértice A.

Problema 1.117 Sea ABCD un cuadrilatero convexo. Sean P, (), R y S los
puntos medios de los lados AB, BC', CD y DA, respectivamente. Se trazan las
lineas PR y Q)S las cuales dividen el cuadrilatero en cuatro cuadrilateros mas
pequenos cuyas areas se muestran en la figura. Demuestra que a +c =00+ d.

Problema 1.118 En el trapecio ABCD, de bases AB y DC, las diagonales
se intersecan en el punto F, el drea del NABE es 72 y el drea del ACDFE es
50. ;Cual es el drea del trapecio ABC'D?
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Problema 1.119 Demuestra que |ABC| = rs, donde r es el radio de la cir-
cunferencia inscrita y s = £(a+ b+ c).

Problema 1.120 Sea ABCD un cuadrilatero convexo y sean AB = a, BC' =
b,CD=c, DA=dys= w. Sean ademds, o y 3 dos dngulos opuestos
en el cuadrilatero. Demuestra que

|ABCD| = \/(s —a)(s—=Db)(s—c)(s—d)— %abcd(l + cos(a + ).

Problema 1.121 Demuestra que la suma de las distancias, desde cualquier
punto interior de un triangulo equilatero, hasta sus lados es igual a la altura de
este triangulo.

Problema 1.122 Sea AABC un tridngulo isésceles con AB = AC'. Los puntos
D y E estan sobre los lados AB y AC, respectivamente. La linea que pasa por B
y paralela a AC' interseca la linea DE en F'. La linea que pasa por C' y paralela
a AB interseca la linea DE en G. Demuestra que

IDBCG| AD
|FBOE| AE’

Problema 1.123 Demuestra que

1 1 1 1

W hy Ry 7
donde hy, ho, hs son las alturas del triangulo y r es el radio de la circunferencia
inscrita.

Problema 1.124 Sobre los catetos AC' y BC' de un triangulo rectangulo hacia
el exterior estan construidos los cuadrados ACKL y BCMN. Demuestra que
el cuadrildtero acotado por los catetos y las rectas LB y N A tiene drea igual a
la del triangulo formado por las rectas LB, NA y la hipotenusa AB.
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Problema 1.125 Estan dados los puntos E, F, G, H, sobre la continuacion
de los lados AB, BC', CD, DA, de un cuadrilatero convexo ABCD, y son tales
que BE = AB, CF = BC, DG = CD, AF = DA. Demuestra que

|[EFGH| = 5-|ABCD|.

Problema 1.126 En los lados AC'y BC' del triangulo ANABC, hacia el exterior
estan construidos dos paralelogramos ACDFE y BCFG. Las prolongaciones de
DE y FG se intersecan en el punto H. Sobre el lado AB esta construido el
paralelogramo ABM L, cuyos lados AL y BM son iguales y paralelos a HC.
Demuestra que

|ABML| =|ACDE| + |BCFG| (Teorema generalizado de Pitagoras).

Problema 1.127 En un cuadrildtero convexo ABCD, los puntos medios de
los lados BC'y DA son E y F, respectivamente. Demuestra que

\EDA| + |FBC| = |ABCD|.

Problema 1.128 Por los extremos de la base menor de un trapecio estan
trazadas dos rectas paralelas que cortan la base mayor. Las diagonales del trapecio
y estas rectas dividen el trapecio en siete triangulos y un pentagono. Demuestra
que la suma de las dreas de tres triangulos adyacentes a los lados y a la base
menor del trapecio, es igual al drea del pentagono.

Problema 1.129 Sea ABC'D un paralelogramo; el punto E se halla en la recta
AB; F, en la recta AD (B en el segmento AE; D, en el segmento AF'), K es
el punto de interseccion de las rectas ED y F'B. Demuestra que

|ABKD| = |CEKF]|.

Problema 1.130 Sea H un hexagono en cual cada par de lados opuestos son
paralelos y de la misma longitud. Sea Q un cuadrilatero inscrito en ‘H el cual
tiene drea maxima. Demuestra que

19

[GCIN )
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Problema 1.131 Dos circulos Cy y Cs de radios r1 y 15 se intersecan en dos
puntos A y B. La tangente comin de Cy y Cs, la cual estd mas cerca de A,
interseca a Cy en D y a Cy en E. Demuestra que si la linea DB es tangente a
Cy en B, entonces

DB /r1

BE /3



Capitulo 2

Puntos y rectas notables en el
triangulo

2.1. Las medianas y el gravicentro

Dado un triangulo, podemos asociarle varios tipos de lineas las cuales poseen
propiedades interesantes e importantes. Quiza la mas simple de éstas es la linea
que va de un vértice hacia el punto medio del lado opuesto. Esta linea es llamada
mediana del tridngulo. La primer propiedad interesante de las medianas es la
siguiente:

Teorema 2.1.1 Las medianas en un triangulo concurren en un punto y se
dividen por éste en la razon 2 : 1, a partir de los vértices.

Demostracion. Sean CF'y BD dos medianas del triangulo AABC'. Llamemos G
al punto de interseccién de estas dos medianas. Por el Teorema de Tales tenemos



84 Puntos y rectas notables en el triangulo

que F'D es paralelo a BC', de aqui se sigue que £GFD = £GCB = 3, ya que
son angulos alternos internos. Andlogamente L{GDF = £GBC = «. Tenemos
que el triangulo AGDF' es semejante al tridngulo AGBC' y sus lados estan en
la razén 1 : 2. Con esto tenemos que F'G = %GC y DG = %GB y por lo tanto
las medianas C'F' y BD se cortan en el punto GG en la razén 2 : 1. Haciendo
un analisis similar se puede llegar a que la mediana que no consideramos se
interseca con cualesquiera de las dos medianas anteriores en un punto tal que
quedan divididas en la razén 2 : 1. Por esta razén tenemos que ese punto de
interseccion debe ser (7, y de aqui concluimos que las tres medianas se intersecan
en un punto. Tal punto es llamado centroide (gravicentro, baricentro, centro de
gravedad) del triangulo y éste divide a las medianas en la razén 2 : 1, a partir de
los vértices. O

Ahora usaremos este teorema en la resolucién de algunos problemas.

Ejemplo 2.1.1 Sea G el centroide de un triangulo NABC, y sean M, N y
P los centroides de los triangulos ABGC, ACGA y ANAGB, respectivamente.
Demuestra que el triangulo AM N P es semejante al triangulo ANABC'.

A
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Demostracion. Sean D y E los puntos medios de BG y C'GG, respectivamente.
Tenemos que DE es paralelo a BC', ademds, como AP : PD = AN : NE =
2 : 1 entonces PN es paralelo a DE y consecuentemente a BC'. Andlogamente,
PM es paraleloa AC'y M N es paralelo a AB. Como tenemos que AMNP 'y
AABC tienen sus lados paralelos, entonces son semejantes. O

Ejemplo 2.1.2 Del punto M, situado en el interior del ANABC, se trazan
perpendiculares a los lados BC, AC, AB y en ellas se marcan los segmentos
MA;,, MB;, y MCY iguales a los correspondientes lados del triangulo. Demuestra
que el punto M es el centro de gravedad del ANA,B,C.

Demostracién. Sea D el punto de interseccién de la linea A1 M vy el segmento
C1B;. Tenemos que

CiD _|CiDAy| _ |C\DM| _ |C1DA| —|C,DM|
DB, |BiDA,| |BDM| |B,DA|— |B,DM]’

esto es
CiD  |CiMA|

DB, |B\MA,|
Por otro lado, tenemos que |C1 M A;| = |ABC| = |ByM A,|, entonces C1D =
DBy, es decir A1 D es una mediana del tridngulo AA;B;Cy. Andlogamente se
demuestra que C1 M y B1M son medianas del triangulo AA;B,C, por lo tanto
M es el centroide de éste tridngulo. 0
By

Cq

Ay
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Con lo demostrado anteriormente, tenemos que si G es un punto interior de

un tridngulo AABC, entonces éste serd su centroide si y sélo si [ABM| =
|BCM| = |CAM]|.

Ejemplo 2.1.3 Sea G el centroide de un triangulo AABC'. Entonces se cumple
que
AB? + BC? + AC? = 3(GA* + GB* + GC?).

Demostracion. Sean m,, m; m, las longitudes de las medianas desde los vértices
A, By C. Como sabemos que m, = % 20% + 2¢? — a?, my, = % 2a% + 2¢? — b?
y m, = %\/ 2a? + 2% — 2, tenemos que
2 2 2 Lo, o 2 2
m, +m; +m; = Z(3a + 30" + 3¢?).

Se sigue que

4
a2+bz+02:g(mz+mg+mg):3(GA2+GBQ+GC'2). O

La férmula utilizada en esta demostracién se deja como ejercicio.

2.1.1. Problemas

Problema 2.1 Demuestra que las medianas dividen el triangulo en seis partes
de dreas iguales.

Problema 2.2 Demuestra que el drea del triangulo, cuyos lados son iguales a
las medianas de un triangulo dado, es igual a % del area del triangulo dado.

Problema 2.3 Los lados de un triangulo son a, b y c. Demuestra que la longitud
de la mediana m,, trazada hacia el lado BC, se calcula por la formula

1
m, = 5\/262 +2¢%2 — a?.
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Problema 2.4 Demuestra que si en un triangulo dos medianas son iguales
entonces el tridngulo es isosceles.

Problema 2.5 En un tridngulo NABC' se dibuja una linea que pasa por el
centroide de éste. Se dibujan perpendiculares desde cada uno de los vértices del
triangulo hacia esa linea, las cuales la intersecan en los puntos que se muestran
en la figura siguiente. Demuestra que CY = AX + BZ.

C

zZ G

B A

Problema 2.6 En un cuadrildtero convexo definiremos una mediana como la
linea que une un vértice con el centroide del triangulo formado por los tres vértices
restantes. Demuestra que las cuatro medianas en un cuadrilatero se intersecan
en un punto y que ademas se dividen por éste en la razon 3 : 1.

Problema 2.7 En un tridngulo ANABC con medianas AD, BE, y C'F, sea
m=AD+ BE + CF, yseas = AB + BC + CA. Demuestra que

=5 > > —s.
28 m 48

Problema 2.8 Demuestra que si en un triangulo se cumple que
mZ +mj = 5m?

entonces éste es un triangulo rectangulo.

Problema 2.9 £En los lados CA y CB del triangulo ANABC, fuera de él se
construyen los cuadrados C AA,C, y CBB,Cy. Demuestra que la mediana del
triangulo ANCC1Cy trazada por el vértice C' es perpendicular al lado AB e igual
a la mitad de su longitud.
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Problema 2.10 En los lados del triangulo, fuera de él, estan construidos los
triangulos equilateros NABC,, ABA,C y ANCAB,. Demuestra que los centroi-
des de los triangulos ANABC' y AA,B,C coinciden.

Problema 2.11 Teorema de Leibniz. Supongamos que M es un punto arbitrario
del plano, G el centroide del triangulo AABC'. Entonces se cumple la igualdad

3MG? = MA* + MB* + MC? — %(ABQ + BC? + C A?)

Problema 2.12 Consideremos el triangulo ANABC. Sea E un punto sobre la
mediana desde el vértice C. Una circunferencia a través de E toca al lado AB
en A e interseca a AC' de nuevo en M. Otra circunferencia a través de F toca a
AB en B e interseca a BC' de nuevo en N. Demuestra que el circuncirculo del
triangulo ACM N es tangente a las dos circunferencias anteriores.

2.2. Las bisectrices y el incentro

La recta que estudiaremos en esta seccidn tiene muchas propiedades interesantes.
Esta recta es la bisectriz (interior) de un dngulo y se define como el conjunto de
puntos en el interior del angulo los cuales equidistan de los lados de éste. Es muy
sencillo ver que efectivamente este conjunto de puntos es una linea recta y que
ademds ésta divide al dngulo en dos dangulos de la misma magnitud. De la misma
manera que lo hicimos en la seccién anterior, la primera propiedad que veremos
es sobre la concurrencia de las tres bisectrices interiores de un tridngulo.

Teorema 2.2.1 Las bisectrices de los angulos internos de un triangulo con-
curren en un punto, el cual es conocido como incentro y es el centro de la
circunferencia inscrita en el triangulo.
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A

B D c

Demostracion. Sean Dy E los puntos donde las bisectrices internas de los dngulos
ABAC 'y £BC A cortan a los lados BC'y AB, y sea I el punto de interseccién
de los segmentos AD y CE. Como AD bisecta al £ BAC entonces [ equidista
de los lados AB y AC'; ademas como [ también pertenece al segmento C'F,
el cual bisecta al L BC'A, entonces I equidista de los lados BC' y AC. Como
I equidista de los lados AB y BC' entonces la bisectriz del L ABC' también
pasa por el punto I, por lo que las tres bisectrices concurren en este punto. Es
claro que podemos trazar una circunferencia que sea tangente a los tres lados
del tridngulo y que tenga como centro al punto I. 0

Ejemplo 2.2.1 Sea D el punto donde la bisectriz del {BAC de un
triangulo corta al lado BC, y sean a, b y ¢ los lados BC', CA y AB, res-
pectivamente. Demuestra que

ac

BD = .
b+c

Demostracion. Un truco muy bonito y el cual puede ser muy dtil en la mayoria de
los problemas donde tenemos una suma de distancias, es el construir esa distan-
cia. Por ejemplo, en nuestro problema necesitamos construir la distancia b + c.
Prolonguemos C'A hasta un punto F’ de tal manera que AF' = AB = ¢, tenemos
entonces que el tridngulo AFAB es un tridngulo isésceles. Sea L BAC = 2a,
como L BFA+ £ABF = 2« tenemos que £ BFFA = L ABF = «, esto implica
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que F'B es paralelo a AD. Ahora, por el Teorema de Tales tenemos que

BD BC BC-FA  ac
o= _ == BD = = .
FA _FC FC b+ c
F
C
A
o\
b
B D C

Ejemplo 2.2.2 Sean a, b y c las longitudes de los lados BC, CA y AB, de un
triangulo ANABC'. Sean I el incentro y D el punto donde la bisectriz del £ BAC
corta al lado BC'. Demuestra que

ﬁ_b+c
ID a

Demostracion. Por A trazamos una paralela a BC. Las bisectrices de £B vy
£C intersecan a esta paralela en N y M, respectivamente. Como {AMC =
LACM = g tenemos AM = AC = b. Andlogamente, AN = AB = c. Ademas,
tenemos que AIMN ~ ANICB, esto implica que

Al  MN  b+ec
ID BC  «a




2.2 Las bisectrices y el incentro 91

M

El resultado del siguiente ejemplo tiene una gran utilidad en la solucién de pro-
blemas donde intervienen simultdneamente la circunferencia inscrita y la circun-
ferencia circunscrita.

Ejemplo 2.2.3 Sea I el incentro de un triangulo NABC. Demuestra que el
centro de la circunferencia circunscrita al triangulo ABIC' estd sobre la linea
Al

Demostracion. Sea L el punto donde la bisectriz del £ A interseca al circuncirculo,
entonces L es el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo ABIC'. Para
probar esto basta demostrar que LB = LI = LC. Tenemos que LB = LC, por
ser cuerdas de arcos iguales. Por otro lado, tenemos que K BIL = £BAI +
LABI = «a + (3, ademas tenemos que {CBL = LCAL = « vy con esto
llegamos a que LI BL = «a + (3. Hemos desmostrado entonces, que el tridngulo
ABIL es isésceles y con esto tenemos que LB = LI = LC. O

A
‘5 ! .
L
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Ejemplo 2.2.4 Sean M, N, y P, los puntos medios de los arcos BC', CA y
AB, respectivamente, de la circunferencia circunscrita al triangulo NABC'. M P
y M N intersecanen D y E a los lados AB y AC. Demuestra que DE es paralela
a BC' y que pasa por el incentro del triangulo ANABC'.

Demostracion. Sea I el incentro del triangulo. Usando el resultado del ejemplo
anterior, tenemos que PB = Pl y MB = MI. Con esto tenemos que M P
es perpendicular a BI la mediatriz de BI, lo que implica que BD = DIy
ADBI = £DIB = LIBC, es decir, DI es paralela a BC. Andlogamente, se
demuestra que E1 es paralela a BC'. Por lo tanto, DFE es paralela a BC'y pasa
por el incentro del tridngulo AABC. U

2.2.1. Problemas

Problema 2.13 Demuestra que la bisectriz del angulo recto de un triangulo
rectangulo divide por la mitad el angulo entre la mediana y la altura bajadas
sobre la hipotenusa.

Problema 2.14 Sea I el incentro de un triangulo ANABC. Sea £ BAC' = «.
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Demuestra que
£BIC = 90° + %

Problema 2.15 E/ cuadrilatero ABC D estd circunscrito a una circunferencia
con centro O. Demuestra que

LAOB + £COD = 180°.

Problema 2.16 Se da una circunferencia y un punto A fuera de ésta. AB
y AC' son tangentes a la circunferencia (B y C son los puntos de tangencia).
Demuestra que el centro de la circunferencia inscrita en el triangulo ANABC' se
halla en la circunferencia dada.

Problema 2.17 La bisectriz interior de £ B y la bisectriz exterior de £C' de un
ANABC se intersecan en D. A través de D se traza una linea paralela a BC' la
cual interseca AC' en L y AB en M. Si las longitudes de LC'y M B son5 y 7,

respectivamente, encuentra la longitud de LM .

A
M/\L D

Problema 2.18 En un triangulo NABC, sean E y D puntos sobre los la-
dos AB y AC, respectivamente. BF bisecta el {ABD, y C'F bisecta L{ACEFE.
Demuestra que ABEC + A BDC =24 BFC.

Problema 2.19 Sea r el radio de la circunferencia inscrita en un triangulo
rectangulo NABC' con angulo recto en C'. Sean AB = ¢, BC =ay CA =0.
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Demuestra que
a+b—c
5 )

Problema 2.20 Sea D un punto en el lado BC' de un triangulo ANABC'. De-
muestra que los incirculos de los triangulos ANABD y AADC son tangentes entre
si, si y sélo si, D es el punto de tangencia del incirculo del triangulo ANABC'.

A

B D C

Problema 2.21 Sobre la base AC' del tridangulo isésceles AABC' se toma un
punto M de manera que AM = a, MC = b. En los triangulos NABM y
ACBM estan inscritas circunferencias. Encuentra la distancia entre los puntos
de tangencia del lado BM con estas circunferencias.

Problema 2.22 Sea AD la bisectriz del L BAC' de un triangulo NABC'. De-

muestra que
BD AB

DC — AC

Problema 2.23 En un triangulo NABC' sea D el punto donde la bisectriz
interior del angulo £ BC'A interseca al lado AB. SiCD =/(,CB =a,CA=10
y 2« es la medida del angulo LA BC'A, demuestra que

2-a-b-cosa
= —
a+b
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Problema 2.24 [a bisectriz del angulo A BAC' interseca al lado BC' en un
punto Dy al circuncirculo en un punto L. Sean {p, = AD y{; = AL. Demuestra
que lp -l =b-c.

Problema 2.25 Sean a,b y c las longitudes de los lados BC', CA y AB de un
triangulo AABC'. Sean I el incentro y G el gravicentro del triangulo NABC.
Demuestra que IG es paralelo a BC' si y sélo si 2a = b + c.

Problema 2.26 Las bisectrices de los angulos A y B del triangulo AABC
intersecan los lados BC' y C'A en los puntos D y F, respectivamente. Si se
cumple que AE + BD = AB, determina el angulo C.

Problema 2.27 En un triagngulo NABC, L BAC = 60° y las bisectrices BB' y
CC' se intersecan en I, donde B’ estd sobre AC'y C" estd sobre AB. Demuestra
que IB" = 1C".

Problema 2.28 Demuestra que las cuatro proyecciones del vértice A del triangu-
lo AABC' sobre las bisectrices exteriores e interiores de los angulos LB y £C
son colineales.

Problema 2.29 En los lados opuestos BC' y DA de un cuadrilatero convexo
se toman los puntos M y N, de tal manera que

BM : MC =AN:ND = AB:CD.

Demuestra que la recta M N es paralela a la bisectriz del angulo formado por los
lados AB y C'D.

Problema 2.30 En los rayos AB y CB del triangulo ANABC' estan trazados
los segmentos AM y CN de tal manera que AM = C'N = p, donde p es el
semiperimetro del tridangulo (B se halla entre A y M, asi como entre C'y N ). Sea
K el punto de la circunferencia circunscrita el cual es diametralmente opuesto
a B. Demuestra que la perpendicular trazada desde K sobre M N pasa por el
incentro del triangulo ANABC.
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Problema 2.31 Sea BC' el didmetro de una circunferencia I' que tiene centro
O. Sea A un punto de I tal que 0° < LAOB < 120°. Sea D el punto medio
del arco AB que no contiene a C'. La paralela a DA que pasa por O interseca a
AC en J. La perpendicular a OA por su punto medio interseca a ' en /' y F.
Prueba que J es el incentro del triangulo ACEF.

Problema 2.32 E/ triangulo AABC' esta inscrito en una circunferencia. Las
bisectrices interiores de los dangulos £ A, By £C, cortan a la circunferencia de
nuevo en los puntos D, E y F', respectivamente. Demuestra que

(a) |IDEF| > |ABC|
(b) DE+ EF+ FA> AB+ BC + CA
(c) AD + BE+CF > AB+ BC + CA

Problema 2.33 Dado el triangulo NABC, se traza una linea | paralela al lado
AB la cual pasa por el vértice C. La bisectriz del angulo £ BAC' interseca el
lado BC en D y al en E. La bisectriz del angulo £ ABC' interseca el lado AC
enFyalenG.Si GF = DFE, demuestra que AC = BC.

Problema 2.34 Sea AABC' un triangulo con AB = AC. Las bisectrices de
los angulos KCAB y LABC cortan a los lados BC'y CA en D y E, respec-
tivamente. Sea I el incentro del triangulo ADC'. Supongamos que el angulo
ABFEI = 45°. Determinar todos los posibles valores de £ C'AB.

2.3. Las alturas y el ortocentro

En esta seccidn analizaremos las propiedades de las alturas del tridangulo. Recor-
demos que la altura de un triangulo es la linea perpendicular a un lado trazada
desde el vértice opuesto a este lado. Como en las anteriores lineas que hemos
analizado, también se cumple:

Teorema 2.3.1 Las alturas de un triangulo se intersecan en un punto.
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Demostracion. En el triangulo AABC sean Dy FE los pies de las alturas sobre los
lados BC'y AC, respectivamente, y sea H el punto de interseccién de AD y BE.
Se traza la linea C'H la cual interseca al lado AB en el punto F'. Para demostrar
que C'F es una altura, bastard con demostrar que el cuadrildtero AFDC' es
ciclico, porque asi de esta manera el L AF'C' seria igual al LADC = 90°. Para
esto, como sabemos que L HDC = 90° = {HEC entonces tenemos que el
cuadrilatero HDC'E es ciclico. De aqui se sigue que L{HED = {HCD = «.
Por otro lado, el cuadrilatero BDFE A también es ciclico ya que £ BDA = 90° =
ABEA, entonces L BAD = {BED = «. Ahora, como £ BAD = LFCB = q,
entonces se concluye que el cuadrilaitero AF'DC' es ciclico y por lo tanto C'F' es
una altura del tridngulo AABC. El punto H es llamado ortocentro del tridngulo.
O

Ejemplo 2.3.1 Dos tridngulos NA;BC y A A;BC' estan inscritos en un circulo
y tienen el lado BC' en comin. Sean H, y H, los ortocentros de los triangulos
ANABC y ANAyBC, respectivamente. Demuestra que el segmento H{H, es
igual y paralelo al segmento A A,.

Demostracion. Sean O el centro del circulo y M el punto medio de BC. Sabemos
que la distancia de un vértice al ortocentro es el doble de la distancia del centro
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de la circunferencia hacia el lado opuesto a ese vértice!, con esto tenemos que

H Ay, =2-OM y HyAs =2 - OM, esto implica que H{A; = Hy A5 y ademas

como son paralelas, podemos concluir que HyA;AsHy es un paralelogramo. [
H,y

Ay

o

Ao

Ejemplo 2.3.2 Sean AD, BE y CF las alturas de un tridngulo acutangulo
NABC' y sea H su ortocentro. Sea N el punto medio de AH y sea M el punto
medio de BC'. Demuestra que N M es perpendicular a F'E.

Demostracion. Sabemos que los cuadrilateros AFHE y FFBCE son ciclicos y
sus centros son N y M, respectivamente. Ademas, la cuerda F'E es comin a
sus circunferencias. Como ya vimos que la cuerda comin de dos circunferencias
es perpendicular a la linea de sus centros, tenemos que NM 1L FE. 0

LEste resultado es bastante (til. Su demostracién se deja como ejercicio en la siguiente
seccién.
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2.3.1. Problemas

Problema 2.35 Demuestra que en un triangulo los puntos simétricos al orto-
centro, con respecto a los lados, estan en la circunferencia circunscrita.

Problema 2.36 Sea AD la altura de el triangulo ANABC, H el ortocentro.
Demuestra que BD - DC' = AD - DH.

Problema 2.37 Demuestra que el producto de las partes en las cuales el orto-
centro divide una altura, es el mismo para las tres alturas.

Problema 2.38 Sea H el ortocentro de un triangulo ANABC. Demuestra que
los circuncirculos de los cuatro triangulos NABC, ANHBC, AHAC y AHAB,
tienen todos el mismo radio.

Problema 2.39 Demuestra que el ortocentro de un triangulo acutangulo es el
incentro de su triangulo drtico?.

2El tridngulo Jrtico es el formado por los pies de las alturas.
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Problema 2.40 Sea H el ortocentro de el triangulo NABC'. En la recta CH
se toma un punto K tal que NABK es un triangulo rectangulo. Demuestra que

|ABK| = \/|ABC| - |ABH|

Problema 2.41 E/ triangulo AABC' esta inscrito en una circunferencia. Las
bisectrices interiores de los dangulos £ A, By £C, cortan a la circunferencia de
nuevo en los puntos D, E y I, respectivamente. Sea I el incentro del triangulo
NABC. Demuestra que I es el ortocentro del triangulo ADEF.

Problema 2.42 Sea AD la altura desde A en el triangulo ANABC'. Sean X
y Y los puntos medios de las otras dos alturas, H el ortocentro y M el punto
medio de BC'. Demuestra que el circuncirculo de ANDXY pasa por H y por M.
También, demuestra que los triangulos NABC' y ADXY son semejantes.

Problema 2.43 Sea | una recta que pasa por el ortocentro de un triangulo.
Demuestra que las rectas simétricas a I, con respecto a los lados del triangulo,
concurren en un punto.

Problema 2.44 Sean E y F puntos sobre los lados BC' 'y C'D, respectivamente,
de un cuadrado ABCD. Sean M y N las intersecciones de AE y AF con BD,
y sea P la interseccion de M F con NE. 5i L FAF = 45°, demuestra que AP
es perpendicular a E'F.

Problema 2.45 Sea ABCD un rectangulo y sea P un punto sobre su cir-
cuncirculo, diferente de los vértices del rectangulo. Sea X, Y, Z y W las proyec-
ciones de P sobre las lineas AB, BC', CD, y DA, respectivamente. Demuestra
que uno de los puntos X, Y, Z 6 W es el ortocentro del triangulo formado por
los otros tres.

Problema 2.46 AD, BE y CF son las alturas de un triangulo acutangulo
NABC. K y M son puntos en los segmentos DF y EF, respectivamente.
Demuestra que si los angulos { M AK y £C'AD son iguales, entonces AK bisecta
el dngulo AFKM.
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Problema 2.47 Sea NABC' un triangulo acutangulo no isésceles. La bisectriz
del angulo agudo entre las alturas desde A y C' interseca a AB en P y a BC en
Q. La bisectriz del angulo ZABC' interseca a la linea HN en R, donde H es el
ortocentro y N el punto medio de AC. Demuestra que el cuadrilatero BRP()
es ciclico.

2.4. Las mediatrices y el circuncentro

Consideremos un segmento fijo AB. Ahora consideremos el conjunto de puntos
que equidistan de los puntos Ay B. Sean M el punto medio de AB 'y P uno de
los puntos de tal conjunto. Dado que PA = PBy AM = MB, tenemos que
PM 1 AB. De esta manera podemos observar que el conjunto de puntos que
equidistan de los extremos del segmento AB es una linea perpendicular a AB
por su punto medio. Esta linea se llama mediatriz del segmento. Primeramente
demostramos que:

Teorema 2.4.1 Las mediatrices de los tres lados de un triangulo se intersecan
en un punto. El punto de concurrencia es el centro de la circuferencia circunscrita
al triangulo y es llamado circuncentro.

Demostracion. Sea NABC el triangulo, D, E, F los puntos medios de los
lados BC', CA, y AB, respectivamente. Trazamos las mediatrices de los lados
AB 'y AC las cuales se intersecan en el punto O. Tenemos que AO = BO,
por definicién de mediatriz, y de la misma manera AO = C'O. Como BO =
CO entonces DO es mediatriz del lado BC, por lo que las tres mediatrices se
intersecan en un punto el cual es el centro de la circunferencia circunscrita al
tridngulo. ([l
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Ejemplo 2.4.1 En un triangulo AABC sean H el ortocentro y O el circun-
centro. Sea D el punto donde la linea AO interseca al circuncirculo. Demuestra
que HD bisecta el lado BC'.

Demostracion. Tenemos que L ADC = LABC' 'y £LACD = 90°, entonces [ =
LCAD =90°—LADC = 90°—LABC = LHCBycomo LCBD = LCAD =
B, tenemos que HC' es paralela a BD. Por otro lado, « = L BCD = {BAD =
ABAC—j,yademds como L BAL = 90°— £ ABC' = j3, tenemos que £ HBC' =
ALAC = ABAC — 3 = «, entonces HB es paralela a C'D. Tenemos entonces
que HBDC' es un paralelogramo y por lo tanto, sus diagonales se bisectan. [J

A
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2.4.1. Problemas

Problema 2.48 En un triangulo equilatero AABC, el punto K divide el lado
AC en la razén 2 : 1 y el punto M divide al lado AB en la razén 1 : 2.
Demuestra que la longitud del segmento K M es igual al radio de la circunferencia
circunscrita en el triangulo ANABC.

Problema 2.49 Sis, r y R son el semiperimetro, el inradio y el circunradio de
un triangulo NABC, demuestra que abc = 4srR.

Problema 2.50 En un triangulo ANABC sean H, O y M, el ortocentro, el

circuncentro y el punto medio del lado BC' respectivamente. Demuestra que
AH es el doble de OM.

Problema 2.51 Sean M y N las proyecciones del ortocentro de un triangulo
ANABC' sobre las bisectrices interior y exterior del angulo £ B. Demuestra que
la linea M/N bisecta al lado AC.

Problema 2.52 En un triangulo ANABC sea H el ortocentro, O el circuncentro,
sea AL la bisectriz de el £ BAC. Demuestra que AL bisecta el £ HAQO.

Problema 2.53 Sean AD, BE y CF' las alturas de un triangulo acutangulo
NABC y sean H y O su ortocentro y circuncentro, respectivamente. La linea
AO interseca a C'F en el punto P. Si FP = HE, demuestra que AB = BC.

Problema 2.54 En un triangulo NABC, la bisectriz del angulo £ A interseca
al lado BC' en U. Demuestra que la mediatriz de AU, la perpendicular a BC
por U y el circundidmetro a través de A son concurrentes.

Problema 2.55 En un triangulo NABC, sean H y O su ortocentro y circun-
centro, respectivamente. Sea M el punto medio de AB. Sea H; el reflejado de
H con respecto a C' y sea C el reflejado de C con respecto a M. Demuestra
que C, O y Hy estan alineados.
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Problema 2.56 Sea ABC'D un cuadrilatero convexo tal que /DAB = ZABC =
/BCD. Sean H y O el ortocentro y el circuncentro del triangulo ANABC), res-
pectivamente. Demuestra que H, O y D son colineales.

Problema 2.57 A través del ortocentro H de un triangulo AABC', se traza
una paralela a AB la cual interseca BC' en D. También por H se traza una
paralela a AC' la cual interseca a BC en E. Las perpendiculares a BC en D y
E intersecan a AB y AC en D' y E', respectivamente. Demuestra que D'E’
interseca al circuncirculo en los puntos B’ y C' los cuales son diametralmente
opuestos a los vértices B y C, respectivamente.

Problema 2.58 Sea AABC un tridngulo acutangulo con AB # AC'. El circulo
con diametro BC' interseca los lados AB y AC' en M y N, respectivamente. Sea
O el punto medio del lado BC'. Las bisectrices de los angulos BAC' 'y MON se
intersecan en R. Demuestra que los circuncirculos de los triangulos ABMR y
ACNR tienen un punto comtin sobre el lado BC'.

2.5. Circunferencias exinscritas

Dado un triangulo existen 4 circunferencias que son tangentes a sus lados. Una
de éstas, la cual vimos anteriormente, es la circunferencia inscrita, la cual tiene
contacto con los lados en el interior. Sin embargo, si permitimos que las circun-
ferencias tengan contacto con las prolongaciones de los lados, entonces tenemos
tres posibilidades mas. Estas circunferencias tienen contacto con uno de los lados
en su interior y con los dos lados restantes en sus prolongaciones, y se les conoce
con el nombre de circunferencias exinscritas. Veamos como se determinan:
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Sea 14 el punto de interseccién de la bisectriz interior del angulo £ A y |a bisectriz
exterior del angulo £C. Como 14 pertenece a la bisectriz interior del dngulo £ A,
entonces equidista de los lados AB y AC, pero como también pertenece a la
bisectriz exterior del angulo £C' entonces equidista de los lados BC'y AC'. Lo
anterior quiere decir que el punto 14 equidista de los lados AB y BC, esto es, que
la bisectriz exterior del angulo £ B pasa por 4, por lo tanto la bisectriz interior
del angulo £ Ay las bisectrices exteriores de los angulos £ B y £C concurren en
un punto, al cual se le llama el excentro con respecto al vértice A y es denotado
cominmente como I4. Sean F', G, y H los pies de las perpendiculares desde 4
hacia los lados AB, BC', y C'A. Consideremos la distancia /4G como radio e I
como centro y trazemos una circunferencia la cual es tangente a AB, BC,y CA
en los puntos F', GG, y H. Esta circunferencia es precisamente la circunferencia
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exinscrita del lado BC'. La distancia I4G es el exradio y lo denotaremos como
Ta.

Ejemplo 2.5.1 Sea r el radio de la circunferencia inscrita en el AABC'y sea
r4 el radio de la circunferencia exinscrita del ANABC, con respecto al lado a.

Demuestra que
r s—a

TA S

donde s es el semiperimetro del triangulo.

Demostracion. En la figura anterior tenemos que AF = AH, ademds AF +
AH = AB+ BG + GC + CA = 2s, entonces AH = AF = s. Tenemos que

|ABC| = |AFI H|—|BFI,HC|
= |AFI H|—2|BI,C|
= Srp —arap
= (s—a)ra,

y como |ABC'| = sr, entonces
(s —a)ra = sr,

de donde obtenemos la igualdad deseada. O

Ejemplo 2.5.2 EI AABC tiene inscrita una circunferencia. Supongamos que
M es el punto de tangencia de la circunferencia con el lado AC, MK es el
didmetro. La recta BK corta AC en el punto N. Entonces se cumple que AM =
NC.

Demostracion. Por K trazamos la recta D E paralela a AC'. El tridngulo ABDE ~
ABAC. Tenemos que la circunferencia inscrita en el tridngulo AABC es la cir-
cunferencia exinscrita del tridngulo ABDE (respectiva al lado DFE), entonces
N es el punto de tangencia de la circunferencia exinscrita del triangulo AABC
con el lado AC. Tenemos que BC + C'N = s, lo cual implica que NC = s — q,
y como sabemos que AM = s — a, concluimos que AM = NC. O
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A M N C

Ahora probaremos que el drea de un tridngulo dado se puede obtener como la
media geométrica de un par de tridngulos asociados a éste.

Teorema 2.5.1 Sean I, I e Io los excentros de un triangulo NABC' y
sean M, N y P los puntos de contacto entre los circulos exinscritos y los lados
correspondientes de ANABC'. Entonces

\[Ialglc|- IMNP| = |ABCJ?

A

|

Ic

Iy

Demostracion. Sean D, E'y F' los puntos de contacto del incirculo de AABC
con los lados BC', CA y AB, respectivamente. Sea I el incentro de AABC'y
sea J el punto donde las rectas ortogonales a BC', CAy AB, atravésde M, Ny
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P, concurren. No es dificil ver que la anterior concurrencia es cierta, simplemente
apliquemos el Teorema de Carnot (Teorema 1.5.3) con los puntos M, N y P.
Después, observemos que el circuncentro O de AABC' es el punto medio del
segmento I.J (esto se deja como ejercicio al lector), entonces, por el Teorema
de Euler (Problema 1.110) tenemos que |DEF| = |M N P|. Podemos entonces
considerar el triangulo ADFEF en lugar del triangulo AM N P y demostraremos
que |Ialglc|- |DEF| = |ABC|?.

B D M C

Sean J, K y L los puntos donde los segmentos I1,, 15 e 11, respectivamente,
intersecan al circuncirculo del tridngulo AABC' Es facil probar que J, K y L son
los puntos medios de los segmentos 14, IIg e Ilo, respectivamente, entonces
Al alglc es homotético a AJK L con razén de homotecia igual a 2 y centro de
homotecia en [.

14

Si dividimos el triangulo AJK L en tres triangulos desde O (el cual siempre esta
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siempre en el interior del tridngulo ADEF') obtenemos que

|JKL| = |KOL|+ |LOJ|+|JOK]|
p’sena p’sen3  p’send
2 2 2

2

— %(sena+sen6+sen6),

donde p es el circunradio de AABC. Se sigue que el drea de AlIglc es
[IaIplc| = 2p*(sen o+ sen 3 + sen 6).
Como el area de ADFEF es

\DEF| - r2(senoz+s2en6+sen9)7
tenemos que
|Ialglc|- |IDEF| = p*r*(sena 4 sen 3 + sen )

= r%(psen a + psen B + psen 6)2.

Ahora, por la Ley de Senos en AABC, finalmente obtenemos que

b 2
Lulplo| - |DEF| = r? (%) — |ABC?. O

A
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2.5.1. Problemas

Problema 2.59 Demuestra que el triangulo AABC' es el triangulo drtico del
triangulo NI sIglc.

Problema 2.60 Demuestra que

|ABC| = (s—a)ra=(s—b)rg = (s —c)rc.

Problema 2.61 Demuestra que

1 1 1 1
— 4+ —+—==-.
TA B Tc r

Problema 2.62 Sea D un punto sobre el lado BC' de un triangulo ANABC' de
modo que los circulos exinscritos de NABD y ANADC, con respecto al vértice
A, son congruentes. Demuestra que AD = \/s(s — a).

Problema 2.63 Dado un triagngulo ANABC, sea S el drea del triangulo con
vértices en los puntos de contacto del incirculo con los lados del triangulo. Aho-
ra, sea S, el drea del triangulo con vértices en los puntos de contacto de la
circunferencia exinscrita (con respecto al vértice A) con los lados del triangulo.
De manera similar definimos Sg y Sc. Demuestra que

111
Sy, S So S

Problema 2.64 Demuestra que

an (42 _ fe= Bl =)
2 s(s —a)
Problema 2.65 Demuestra que

tan (£ ) ean (£8) 2 &
an 5 an 5 _T’C.
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Problema 2.66 Dado un AABC, por su vértice C' pasan n — 1 rectas C'Mj,
CMs, ..., CM,_1 que lo dividen en n triangulos menores ANAC My, ANM,CM,,
woey AM,,_1CB (los puntos My, M, ..., M,,_1 estan sobre el lado AB). Supdnga-
se que 11,79, ..., Y P1, P2, ---, Pn_denotan, respectivamente, los radios de los
circulos inscritos de esos triangulos y los circulos exinscritos que se encuentran
dentro del angulo £C' de cada triangulo. Sean r y p los radios de los circulos
inscrito y exinscrito del propio triangulo ANABC'. Probar que

T D) Tn_’f’

prop2 Pa P

Problema 2.67 Sea ABCD un trapecio issceles, con AB paralelo a CD. La
circunferencia inscrita del triangulo ABC' D interseca C'D en E. Sea F' el punto
sobre la bisectriz interna del angulo £ DAC, tal que EF 1L CD. El circuncirculo
del triangulo AAC'F interseca la linea C'D en C'y G. Demuestra que el triangulo
ANAFG es isosceles.

Problema 2.68 En un paralelogramo ABC'D se trazan las circunferencias de
centros O y O" y radios R y R’ exinscritas a los triangulos NABD y ABCD,
relativas a los lados AD y C D, respectivamente.

(a) Demuestra que las circunferencias son tangentes a BD en un mismo punto
F

(b) Demuestra que D es el ortocentro del triangulo AOBO'.

(c) Demuestra que FB-FD =R - R

Problema 2.69 En un triangulo acutangulo ANABC, la bisectriz interna del
angulo £ A interseca la circunferencia circunscrita al triangulo ANABC en A;.
Los puntos By, y C) son definidos de manera semejante. Sea Ay el punto de
interseccion de la linea AA;, con las bisectrices externas de los angulos £B y
£C'. Los puntos By y Cy se definen de manera semejante. Demuestra que

(a) ‘A(]B()C()| = 2|AClBAchl|
(b) |ABoCo| > 4|ABC|
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Capitulo 3

Temas selectos de Geometria

3.1. Teoremas de Ceva y Menelao

En esta seccién veremos un par de teoremas que resultan de gran utilidad cuando
tratamos con problemas sobre lineas concurrentes o puntos colineales. Estos
teoremas son los conocidos Teorema de Ceva'y Teorema de Menelao. Cada uno
de ellos tiene una doble utilidad, ya que podemos aplicarlos ya sea para demostrar
que ciertas lineas son concurrentes (ciertos puntos son colineales), o una vez que
sabemos que ciertas lineas son concurrentes (puntos colineales) queremos obtener
informacién sobre éstas.

Antes de enunciar los teoremas mencionados, introducimos el término ceviana.
Decimos que dado un triangulo, una linea que pasa por alguno de sus vértices es
una ceviana.

Teorema 3.1.1 Teorema de Ceva. Dado un triangulo NABC', sean D, E y F
puntos sobre las lineas BC', CA y AB, respectivamente. Entonces, las cevianas
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AD, BE y C'F concurren si y solo si

AF BD CE _

FB DC EA -

Demostracion. Demostraremos el teorema para el caso en que las cevianas inter-
sectan a los lados en el interior de estos, como se muestra en la figura.

A
\ E
‘F
B D
Supongamos primero que las lineas AD, BE y C'F son concurrentes en un punto
P. Notemos que

C

|ABP| |ABD|-|BPD| BD
|APC|  |ADC|— |DPC| DC’

andlogamente obtenemos,

ICBP| CE |APC| AF
|ABP| ~ EA Y |CBP| FB

De esto obtenemos que

AF BD CE _|APC| |ABP| |CBP|

. . = = 1.
FB DC FEA |CBP| |APC| |ABP|
Supongamos ahora que los puntos D, E'y F' cumplen que
AF BD CFE
: Rty (1)
FB DC FA

Supongamos ademds que las lineas AD, BE y C'F no son concurrentes. Con-
sideremos el punto P donde se intersectan las lineas BE y C'F' y supongamos
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que la linea AP intersecta al lado BC' en un punto D’. Dado que AD’, BE'y
C'F son concurrentes, por lo demostrado anteriormente tenemos que

AF BD' CE _

FB DC EA© )
De (1) y (2) tenemos que
BD" BD
D'C DC”
De aqui se sigue que D’ = D, ya que dada una razén sélo puede haber un punto
que divida un segmento en esa razén. O

Observacion 3.1.1 E/ signo positivo en 1 tiene verdadera importancia cuan-
do se trabaja con segmentos dirigidos. Convencionalmente se considera que al
dividir dos segmentos con el mismo sentido el resultado es positivo, asi mismo,
el resultado se considera negativo si los segmentos tienen sentido contrario. Sin
embargo, para fines practicos, el signo no importara, pero si debemos tomar en
cuenta que esto significa que las tres razones son positivas o bien dos de ellas son
negativas. Geométricamente esto significa que las tres cevianas intersectan a los
lados en el interior o bien dos de ellas lo hacen en el exterior de los segmentos.

Ahora enunciamos, sin demostracién, el Teorema de Menelao. La demostracién
es andloga a la del Teorema de Ceva, sin embargo es importante mencionar que
el valor —1 en este caso significa que uno de los puntos o bien los tres, estan en
el exterior de los segmentos.

Teorema 3.1.2 Teorema de Menelao. Dado un triangulo ANABC, sean D, E
y F', puntos sobre las lineas BC', CA y AB, respectivamente. Entonces, D, E
y F' son colineales si y sélo si

AF BD CE

FB DC EA- ¢

Ejemplo 3.1.1 Sean Cy, Cy y Cj5 tres circunferencias de centros A, B y C, y
radios a, b y c, respectivamente. Sean P, () y R los puntos donde se intersectan
las tangentes externas comunes de C y Cy, Cy y C3, y C3 y C, respectivamente.
Demuestra que P, () y R son colineales.
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Demostracién. Observemos lo siguiente:

AP BQ CR _a
PB QC RA b

b ¢
- —=1

c a

Entonces se cumplen las hipdtesis del Teorema de Menelao para el tridngulo
AABC con los puntos P, (Q y R sobre los lados AB, BC'y C'A, respectivamente.

Se sigue que los puntos P, () y R son colineales. O

R

Como se menciond al principio de ésta seccidn, los Teoremas de Ceva y de
Menelao también puede ser utilizados para obtener informacién sobre lineas con-
currentes o puntos colineales.

Ejemplo 3.1.2 Sea P un punto sobre la mediana AD de un triangulo NABC.
Sean M y N los puntos donde los rayos CP y BP intersectan a los lados AB
y AC, respectivamente. Demuestra que M N || BC.

Demostracion. Dado que las lineas AD, BN y C'M son concurrentes, podemos
aplicar el Teorema de Ceva y obtenemos que

AM BD CN

MB DC NA &

Ademds, como £Z =1 se sigue que

AM CN
MB NA 7



3.1 Teoremas de Ceva y Menelao 117

lo que implica que M N es paralelo a BC. O

A

B D C

Finalmente en esta seccidn, enunciamos las versiones trigonométricas de los Teo-
remas de Ceva y Menelao.

Teorema 3.1.3 versidn trigonométrica del Teorema de Ceva. Sea AABC' un
triangulo y sean sean D, E y F puntos sobre las lineas BC', CA y AB, res-
pectivamente. Denotemos como oy = ABAD, as = £DAC, 5, = £CBE,
By = AFEBA, 0, = LACF y 0, = LFCB. Entonces, las lineas AD, BE y CF
concurren si y solo si

sency senf3; senth

senay  senfly  sents

Teorema 3.1.4 version trigonométrica del Teorema de Menelao. Sea AABC
un triangulo y sean sean D, EE' y F' puntos sobre las lineas BC, CA y AB,
respectivamente. Denotemos como oy = ABAD, as = LDAC, 1 = LCBE,
By = AFEBA, 0, = LACF y 6, = LFCB. Entonces, los puntos D, E y F' son
colineales si y sélo si

senc;  senf3;  senb

= —1.
sency  senfPs  senfs

Estos pueden obtenerse de las versiones con razones de longitudes de segmentos,
simplemente aplicando el Teorema Generalizado de la Bisectriz , el cual se obtiene
facilmente aplicando la Ley de Senos a los triangulos AABD y AADC.
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Teorema 3.1.5 Sea D un punto en la linea BC' que contiene al lado BC' del
triangulo AABC' y sean « = LBAD y f = LDAC. Entonces se cumple que

BD _ AB
DC  AC’

3.1.1. Problemas

Problema 3.1 Utilizando el teorema de Ceva demuestra que

(a) Las medianas de un tridangulo concurren.
(b) Las bisectrices de los dangulos internos de un triangulo son concurrentes.

(c) Las alturas de un tridngulo son concurrentes.

Problema 3.2 Si D, E, F son los puntos de contacto de la circunferencia
inscrita al triangulo ANABC' con los lados BC, C A, AB, respectivamente, de-
muestra que AD, BE, CF son concurrentes'.

Problema 3.3 Sean D, E, F, los puntos de los lados BC, C'A, AB del tridngu-
lo NABC, tales que D esté en la mitad del perimetro a partir de A, E en la
mitad a partir de B, y F' en la mitad a partir de C'. Demuestra que AD, BE,
CF son concurrentes.

Problema 3.4 Sea ABCDFEF un hexagono inscrito en un circulo. Demuestra
que las diagonales AD, BE y C'F son concurrentes si y sélo si

AB CD EF _

BC DE FA_©

Problema 3.5 Sean X y X' los puntos de un segmento rectilineo M N simétri-
cos con respecto al punto medio de M N. Entonces X y X' se llaman un par de

LEste punto de concurrencia es llamado el punto de Gergonne del tridngulo
2Este punto de concurrencia se llama punto de Nagel del tridngulo
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puntos isotémicos del segmento M N. Demuestra quesiD y D', EyE', F y F’
son puntos isotémicos de los lados BC', CA, AB del triangulo NABC', y si AD,
BE, CF son concurrentes, entonces AD', BE', CF' también son concurrentes.

Problema 3.6 Sean OX y OX' rayos que pasan por el vértice O del dngulo
A MON simétricos con respecto a la bisectriz del angulo A MON . Entonces OX
y OX' se llaman un par de rectas isogonales para el angulo LM ON. Demuestra
que si AD y AD', BE y BE', CF y CF’, son cevianas isogonales para los
angulos A, B, C del triangulo ANABC, y si AD, BE, C'F' son concurrentes,
entonces AD', BE', C'F' también son concurrentes.

Problema 3.7 Sean AD, BE, C'F tres cevianas concurrentes del triangulo
ANABC, y sea la circunferencia que pasa por D, E, F tal que corte a los lados
BC, CA, AB nuevamente en D', E', F'. Demuestra que AD', BE', CF’ son
concurrentes.

Problema 3.8 Demuestra que las bisectrices de los dngulos externos de un
triangulo cortan a los lados opuestos en tres puntos colineales.

Problema 3.9 Dos paralelogramos ACBD y A'C'B'D’ tienen un dngulo comdn
en C. Demuestra que DD’', A’'B, AB’ son concurrentes.

Problema 3.10 Sea A /a proyeccion del centro de una circunferencia sobre una
recta dada l. Consideremos los puntos B y C' en | de manera que AB = AC'. Por
B y C' se trazan dos secantes arbitrarias a la circunferencia las cuales la cortan
en los puntos P, Q y M, N, respectivamente. Supongamos que las rectas N P
y M() cortan la recta | en los puntos R y S. Demuestra que RA = AS.

Problema 3.11 Sea ABCD un paralelogramo y P un punto cualquiera. Por
P tracense rectas paralelas a BC' y a AB hasta que corten a BAyaCD en G
yH,yaAD y BC en E y F. Demuestra que las rectas diagonales EG, HF,
DB son concurrentes.

Problema 3.12 S/ se construyen los triangulos equildteros ABCA', ACAB’,
ANABC'" exteriormente sobre los lados BC, C A, AB del triagngulo ANABC, de-
muestra que AA’, BB’, CC' son concurrentes en un punto P.
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3.2. Teoremas de Euler y Simson

En esta seccién veremos tres resultados cldsicos en geometria Euclidiana: /a Linea
de Simson, la Linea de Euler y la Circunferencia de los 9 puntos. Estos tres
teoremas, ademas de la gran belleza que poseen, se pueden demostrar de manera
muy sencilla utilizando argumentos desarrollados en las primeras secciones del
presente libro.

3.2.1. Linea de Simson

Teorema 3.2.1 Linea de Simson. Sea P un punto sobre la circunferencia cir-
cunscrita a un triangulo. Entonces, los pies de las perpendiculares desde P hacia
los lados del triangulo son colineales.

Demostracion. Sea AABC el triangulo y sean D, E'y F las proyecciones de P
sobre los lados BC', CA'y AB, respectivamente. Tenemos que los cuadrildte-
ros PABC, PFAE y PEDC son ciclicos. Ademas, como { PAF = £{PCD
tenemos que LAPF = £LCPD = «. Ahora, utilizando que los cuadrilate-
ros PFAE y PEDC son ciclicos tenemos que LAEF = LAPF = «avy
LCED = LCPD = «. Con esto, hemos probado que los puntos D, E vy
F son colineales. ]
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3.2.2. Linea de Euler

Teorema 3.2.2 Linea de Euler. Sean H, G y O el ortocentro, gravicentro y

circuncentro de un triangulo. Entonces H, G y O son colineales y se cumple que
HG:GO=2:1.

Demostracion. Sea AABC' el tridngulo dado y sea M el punto medio del lado
BC'. Consideremos un punto H’ sobre el rayo OG de tal manera que H'G =
2-GO. Sabemos ademds que AG = 2-GM y como LAGH' = LM GO, tenemos
que los tridngulos AAGH' y AMGO son semejantes y sus lados estdn en razén
2 : 1. Con esto, tenemos que AH’ es paralela a OM vy por lo tanto, perpendicular
a BC'. Andlogamente, se demuestra que BH' 1. AC'yque CH' 1. AB, por lo tanto,
H' = H es el ortocentro del triangulo AABC'". Concluimos que H, G y O estan

alineados y que HG : GO =2 : 1. O
A
H/ G O
B D M C

3.2.3. Circunferencia de los nueve puntos

Teorema 3.2.3 Circunferencia de los 9 puntos. Consideremos los siguientes 9
puntos: los pies de las alturas, los puntos medios de los lados y los puntos medios
de los segmentos que unen cada vértice con el ortocentro. Estos 9 puntos estan
sobre una misma circunferencia cuyo centro es el punto medio del segmento que
une el circuncentro y el ortocentro, y su diametro es igual al circunradio del
triangulo.
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Demostracion. Sean H,, D4, My, el punto medio de AH, el pie de la altura
desde A, el punto medio de BC, respectivamente. De manera andloga se defi-
nen Hpg, Dg, Mg, Hc, Do, y Mc. Sea N el punto medio de HO. Sabemos
que AH = 2-OMy,, entonces Hy\H = OM, y ademds, como HyH y OM4
son paralelas, tenemos que H4, N y M, son colineales. También sabemos que
NDy=NH, = NMy, ademas, NHy = %OA = R, donde R es el circunradio
del triangulo AABC. Con esto tenemos que los puntos H4, D4y M, estan a
distancia % del punto N. Andlogamente se demuestra que Hg, Dg, Mg, H¢,
D¢,y Mg estan a distancia % del punto N. Por lo tanto, los puntos H,, D4,
My, Hg, Dg, Mg, Hc, D¢c, y Mg estdn sobre una circunferencia de radio ’—;
con centro en el punto medio de OH. O

3.2.4. Problemas

Problema 3.13 Demuestra que el angulo comprendido entre las rectas de Sim-
son que corresponden a dos puntos de una circunferencia, es equivalente a la
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mitad del arco entre estos puntos.

Problema 3.14 Sea P un punto sobre la circunferencia circunscrita alrededor
de un triangulo AABC'. La recta perpendicular a BC, la cual pasa por P, corta
por segunda vez a la circunferencia en el punto M. Demuestra que la recta de
Simson que corresponde al punto P, es paralela a la recta AM.

Problema 3.15 Demuestra que la proyeccion del lado AB de un triangulo
NABC sobre la recta de Simson que corresponde a un punto P, es igual a la
distancia entre las proyecciones del punto P sobre los lados AC' y BC'.

Problema 3.16 ;Qué lados corta la recta de Euler en los triangulos acutangulo
y obtusangulo?

Problema 3.17 Sea K un punto simétrico al circuncentro de un triangulo
NABC, con respecto al lado BC'. Demuestra que la linea de Euler en el triangulo
AABC divide el segmento AK por la mitad.

Problema 3.18 Sea P un punto interior a un triangulo acutangulo NABC, tal
que los angulos L APB = {BPC = LCPA = 120°. Demuestra que las lineas
de Euler en los tridngulos NAPB, ANBPC' y ANCPA se cortan en un punto.

Problema 3.19 Demuestra que la recta que une los centros de las circunfe-
rencias inscrita y circunscrita de un triangulo dado, es la recta de Euler en el
triangulo con vértices en los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita con
los lados del triangulo.

Problema 3.20 Demuestra que las perpendiculares trazadas desde los puntos
medios de los lados de un triangulo, sobre las tangentes al circuncirculo en el
vértice opuesto respectivo, concurren en el centro de la Circunferencia de los
Nueve Puntos del triangulo.
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Problema 3.21 Sean H el ortocentro de un triagngulo ANABC, D el punto
medio del lado BC'y P uno de los puntos de interseccion de la recta HD con

el circuncirculo del triangulo ANABC. Demuestra que D es el punto medio de
HP.

Problema 3.22 En un tridngulo ANABC, sean BD la altura, BM la mediana,
y P y Q las proyecciones de los puntos A y C sobre la bisectriz del angulo £ B.
Demuestra que los puntos D, M, P y () estan sobre una circunferencia cuyo
centro esta sobre la circunferencia de los nueve puntos del triangulo AABC.

3.3. Las simedianas

Las lineas que analizaremos en esta seccién quiza son un poco menos populares
que las vistas en el Capitulo 2. Sin embargo, los resultados concernientes con
ellas resultan de gran utilidad al resolver problemas en los cuales es necesario
probar que alguna linea divide por la mitad alglin segmento. Estas lineas Ilevan
el nombre de simedianas y son definidas de la siguiente manera:

Definicion 3.3.1 Una recta simétrica a la mediana de un triangulo, con respec-
to a la bisectriz del mismo angulo del cual parte la mediana, se llama simediana.

Lema 3.3.1 Sean | y m dos lineas isogonales (que forman dngulos iguales
con respecto a la bisectriz del dngulo) con respecto al dngulo £ BAC' de un
triangulo AABC'. Sean P y (Q, puntos sobre | y m, respectivamente. Entonces
las distancias desde P hacia AB y AC son inversamente proporcionales a las
respectivas distancias desde () hacia AB y AC.

Demostracion. Sean z e y las distancias desde P hacia AB y AC, respectiva-
mente; y sean r y s las distancias desde () hacia AB y AC, respectivamente.
Sean también, D y E los pies de las perpendiculares desde P y sean F'y G los
pies de las perpendiculares desde () como se muestra en la figura. Para demostrar
el lema basta con probar que
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Para esto, tenemos que AADP ~ ANAQG y con esto

P _ AP
QG AQ’
también, como ANAPFE ~ AAQF tenemos que
PE _ AP
FQ AQ’
entonces T s
—=—-.0
y T

Tenemos ahora el siguiente teorema, el cual resulta de gran utilidad al trabajar
con simedianas:

Teorema 3.3.1 Supongamos que la simediana que parte del vértice A del
triangulo ANABC corta a BC' en el punto K. Entonces se cumple que

BK  (AB)?

KC — (AC)*

Demostracién. Sea M el punto medio del lado BC'y sean z, y, r y s perpendi-
culares a los lados AB y AC' como se muestra en la figura. Sabemos que

BK |ABK| AB-x

KC |AKC| AC -y
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Por otro lado, de la igualdad |[ABM| = |AMC| tenemos que
s AB

r AC

Ademas, por el lema anterior tenemos que

Con esto tenemos que

A

Ahora, ya estamos listos para demostrar el siguiente teorema sobre concurrencia
de las simedianas:

C

Teorema 3.3.2 Las tres simedianas de un tridngulo concurren en un punto
llamado punto simediano

Demostracion. Sea P el punto donde las simedianas desde los vértices B y C
se intersecan. Sean x, y y 2 las longitudes de las perpendiculares desde P sobre
los lados BC', C Ay AB, respectivamente. Del razonamiento en la demostracion

anterior tenemos que
z AB r BC

:~BC Yy Ac
Multiplicando ambas expresiones tenemos que
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lo que significa que el punto P pertenece a la simediana desde el vértice A. [

A

B c

Ahora daremos una caracterizacién de la simediana de un tridngulo, la cual en
muchas ocasiones resulta ser de gran utilidad cuando interviene el circuncirculo
del tridngulo.

Ejemplo 3.3.1 Las tangentes a la circunferencia circunscrita de un triangulo
NABC en los puntos B y C se intersecan en un punto P. Entonces tenemos
que AP es la simediana del lado BC'.

Demostracién. Por P trazamos una linea de manera que intersecte a la linea AB
en un punto D tal que DP = BP. Esta misma linea interseca a la linea AC en
un punto E. Como £ PBD = LACB = «, tenemos que { BDP = «, lo cual
implica que BDEC' es un cuadrilatero ciclico. Entonces, {CEP = LABC' =
APCE = 3, es decir, ACPE es isosceles. Como BP = PC, tenemos que
DP = PE, es decir, AP es la mediana del tridngulo AADE y como AADE ~
NABC tenemos que AP es la simediana del tridngulo AABC trazada hacia el
lado BC. O
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D

Ejemplo 3.3.2 Demuestra que las cuerdas comunes de la circunferencia cir-
cunscrita con las circunferencias de Apolonio de un triangulo dado son simedianas
de este triangulo.

N

Demostracién. Sabemos que la circunferencia de Apolonio del vértice A pasa
por los pies de las bisectrices exterior e interior del mismo vértice. Sea E el
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pie de la bisectriz exterior y sea D el pie de la bisectriz interior, ademds, sea
L el punto donde la bisectriz interior interseca a la circunferencia circunscrita.
Desde L trazemos la perpendicular a BC', la cual interseca BC en el punto
M 'y a la circunferencia circunscrita en N. La linea ND interseca de nuevo
al circuncirculo en un punto S. Sabemos que el cuadrilditero DMNA es ciclico,
entonces L DNM = £LDAM = «, ademids £SAL = £SNL = «a. Con esto
tenemos que AS es simediana del triangulo AABC, sélo falta probar que el
cuadrilatero AESD es ciclico. Para esto, tenemos que L FAS = 90° — a y
como £LEDS = AMDN = 90° — «, tenemos que AESD es ciclico. Con esto
hemos probado que AS es la cuerda comdn de la circunferencia de Apolonio y
la circunferencia circunscrita al triangulo AABC. 0J

3.3.1. Problemas

Problema 3.23 En un triagngulo ANABC' sea D el punto donde la simediana,
trazada hacia el lado BC', interseca al circuncirculo de éste. Demuestra que la
linea C'B es simediana del triangulo AADC.

Problema 3.24 Sean P y () dos puntos sobre el segmento BC' de un triangulo
acutangulo AABC' de manera que {PAB = { BCA y LKCAQ = LABC. Sean
M y N los puntos sobre AP y A(Q), respectivamente, los cuales cumplen que P
es el punto medio de AM y @ es el punto medio de AN. Prueba que BM y
CN se intersecan sobre la circunferencia circunscrita del triangulo NABC.

Problema 3.25 Sean M y N las proyecciones de los vértices B y C de un
triangulo ANABC' sobre la bisectriz interior del angulo £ BAC'. La paralela a AB
por My la paralela a AC' por N se intersecan en un punto P. Demuestra que
AP es simediana del triangulo ANABC.

Problema 3.26 E/ cuadrilatero ABCD es ciclico. Los pies de las perpendi-
culares desde D hacia las lineas AB, BC, C'A, son P,Q, R, respectivamente.
Demuestra que las bisectrices de las angulos £ ABC' y LCDA se intersecan
sobre la linea AC' si y sélo si RP = RQ.
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Problema 3.27 La tangente a la circunferencia circunscrita de un triangulo
ANABC por el punto A interseca a la linea BC en un punto P. Se traza la
otra tangente a la circunferencia desde P y ésta la interseca en un punto Q).
Demuestra que AQ) es simediana del triangulo ANABC'.

Problema 3.28 Sea ABCD un cuadrilatero con AD paralelo a BC, los angu-
los en A y B rectos y tal que el angulo LCM D es recto, donde M es el punto
medio de AB. Sean K el pie de la perpendicular a C' D que pasa por M, P el
punto de interseccion de AK con BD y @) el punto de interseccion de BK con
AC'. Demuestra que el angulo L AK B es recto y que

KP K
P KOy
PA @B

Problema 3.29 Un hexdgono convexo ABCDEF estd inscrito en una circun-
ferencia de tal manera que AB = C'D = EF y las diagonales AD, BE y CF
concurren en un punto. Sea P el punto de interseccion de AD y C'E. Demuestra

que
CP _ (ACY?
PE \CE)

Problema 3.30 Sea N el punto de interseccion de las tangentes a la circunfe-
rencia circunscrita de un triangulo ANABC' trazadas por los puntos B y C. Sea
M un punto en la circunferencia de tal manera que AM es paralelo a BC' y sea
K el punto de interseccion de M N con la circunferencia. Demuestra que KA
divide BC' por la mitad.

Problema 3.31 Desde un punto A exterior a una circunferencia estan trazadas
las tangentes AM y AN. También desde A se traza una secante que corta la
circunferencia en los puntos K y L. Trazamos una recta arbitraria | paralela a
AM. Supongamos que KM y LM cortan | en los puntos P y (). Demuestra
que la recta M N divide el segmento P() por la mitad.

Problema 3.32 La recta { es perpendicular al segmento AB y pasa por B. La
circunferencia con el centro situado en { pasa por A y corta { en los puntos C' y
D. Las tangentes a la circunferencia en los puntos A y C' se intersecan en N .
Demuestra que la recta DN divide el segmento AB por la mitad.
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Problema 3.33 Dos circunferencias se intersecan en dos puntos. Sea A uno de
los puntos de interseccion. Desde un punto arbitrario que se halla en la prolonga-
cién de la cuerda comin de las circunferencias dadas, estan trazadas hacia una
de éstas dos tangentes que tienen contacto con ésta en los puntos M y N. Sean
P y Q los puntos de interseccion de las rectas M A y N A, respectivamente, con
la segunda circunferencia. Demuestra que la recta M'N parte el segmento P()
por la mitad.

Problema 3.34 Sea AD una altura de un triangulo NABC'. Consideremos
AD como diametro de una circunferencia que corta los lados AB y AC en K
y L, respectivamente. Las tangentes a la circunferencia en los puntos K y L se
intersecan en un punto M. Demuestra que la recta AM divide BC' por la mitad.

Problema 3.35 Sea AABC' un triangulo en el que £ B > 90° y en el que un
punto H sobre AC' tiene la propiedad de que AH = BH, y BH es perpendicular
a BC. Sean D y E los puntos medios de AB y BC, respectivamente. Por H
se traza una paralela a AB que corta a DE en F. Demuestra que { BCF =
LACD.

Problema 3.36 Un cuadrilatero convexo ABC'D tiene AD = CD y £{DAB =
LABC < 90°. La recta por D y el punto medio de BC' interseca a la recta AB
en un punto E. Demuestra que A BEC' = £ DAC.

Problema 3.37 Se considera el triangulo ANABC'y su circunferencia circuns-
crita. Si D y E son puntos sobre el lado BC' tales que AD y AFE son, respecti-
vamente, paralelas a las tangentes en C' y en B a la circunferencia circunscrita.
Demuestra que

Problema 3.38 Las tangentes en B y C' al circuncirculo de un triangulo
NABC se cortan en X. Sea M el punto medio de BC'. Demuestra que

ABAM = LCAX y j—]\; = cos ({BAC).
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Problema 3.39 Dado un triangulo NABC' y su cincuncirculo €, denotaremos
con A’ el punto de interseccion de las tangentes a ) en B y C. Definimos B’ y
C' de manera similar.

(a) Demuestra que las lineas AA’, BB" y CC' concurren.

(b) Sea K el punto de concurrencia en (a) y sea G el centroide del triangulo
AABC. Demuestra que KG es paralela a BC, si y sélo si 2a®> = b* 4 ¢2,
donde a, b y ¢ son las longitudes de los lados del triangulo ANABC'.

3.4. Poligonos circunscritos a una circunferencia

Del mismo modo que vimos que no todo cuadrildtero tiene sus cuatro vértices
sobre una circunferencia, se puede ver que no todo cuadrildtero posee una cir-
cunferencia inscrita, es decir, una circunferencia que sea tangente a sus cuatro
lados al mismo tiempo. En el caso que un cuadrilatero si tenga una circunfe-
rencia inscrita diremos que el cuadrilatero es circunscrito. De manera similar al
caso de los cuadrilateros ciclicos, los cuadrildteros circunscritos gozan de muchas
propiedades interesantes que los distinguen del resto de los cuadrilateros.

El siguiente teorema nos proporciona un criterio sencillo para saber si un cua-
drildtero es circunscrito.

Teorema 3.4.1 E/ cuadrilatero ABC'D tiene una circunferencia inscrita si y
solo si AB+ CD = BC + AD.
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A

B N C

Demostracion. Supongamos primero que el cuadriladtero posee una circunferencia
inscrita y sean M, N, Py () los puntos de tangencia de los lados del cuadrilatero
con la circunferencia, como se muestra en la figura. Dado que AQ = AM,
QD =DP, PC=CNy NB = BM, tenemos que

AD+BC =AQ+QD+BN+NC =AM +DP+ MB+CP =AB+ DC.

Ahora, supongamos que se cumple que
AB+CD = BC+ AD (3.1)

pero que no existe una circunferencia que sea tangente a los cuatro lados del
cuadrilatero. Consideremos la circunferencia I' que es tangente a AB, AD y
BC. Sea C' el punto en el rayo BC' el cual cumple que DC" es tangente a la
circunferencia I'. Tenemos entonces que

AB+C'D = BC' + AD, (3.2)

entonces, restando (3.2) de (3.1) obtenemos que CD — C'D = BC — B(C', es
decir, |CD — C'D| = CC". Esto dltimo contradice la desigualdad del tridangulo
en el tridngulo ADC’'C, entonces debe cumplirse que C’ = C. Concluimos que
I' debe ser tangente a todos los lados del cuadrildtero ABCD. O
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Ejemplo 3.4.1 (Teorema de Brianchon). Si un hexdgono convexo posee una
circunferencia inscrita, entonces las diagonales principales son concurrentes.

Demostracion. Sea ABCDEF el hexdgono dadoysean R, Q, T, S, Py U, los
puntos en los cuales la circunferencia toca a los lados AB, BC, CD, DE, EF
y F'A, respectivamente. Prolongamos los segmentos EF', CB, AB, ED, CD'y
AF (como se muestra en la figura siguiente) hasta los puntos P’, @', R', S’, T"
y U’, de manera que

PP =QQ =RR =SS =TT =UU..

Sea I'y la circunferencia tangente a las lineas PP' y Q)" en los puntos P’y
(', sea I'y la circunferencia tangente a RR' y SS’ en los puntos R’y Sy
sea I's la circunferencia tangente a 77" y UU’ en los puntos 7" y U’. Como
AR = AU y RR' = UU’, tenemos que AR’ = AU’; ademds, como DT = DS
y TT' = SS’ tenemos que DT" = DS". De lo anterior se sigue que Ay D estdn
sobre el eje radical de I's y I's, es decir, la linea AD es el eje radical de I'y y
['s. Andlogamente, se demuestra que la linea BE es el eje radical de I'; y I's,
y que la linea C'F es el eje radical de I'; y I's. Como los ejes radicales de tres
circunferencias son concurrentes, tenemos entonces que las lineas AD, BE y
C'F concurren. O
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Como corolario del Teorema de Brianchon se obtiene el siguiente resultado el
cual es interesante en si mismo.

Corolario 3.4.1 Sea ABCD un cuadrilatero circunscrito y sean M y N los
puntos de contacto de dos lados opuestos con la circunferencia inscrita. Entonces
AC, BD y M N concurren.

3.4.1. Problemas

Problema 3.40 Sea ABC'D un cuadrilatero circunscrito. Prueba que los circu-
los inscritos en los triangulos ANABC y ANADC son tangentes entre si.

Problema 3.41 Sea ABC'D un cuadrildtero circunscrito. La longitud del seg-
mento tangente a la circunferencia desde A es igual a x y la longitud del segmento
tangente a la circunferencia desde C' es igual a y. Demuestra que la razén en
que la diagonal BD divide a la diagonal AC es x : y.
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Problema 3.42 Las diagonales de un trapecio circunscrito de bases AD y
BC' se intersecan en un punto O. Los radios de los circulos inscritos en los
triangulos NAOD, ANAOB, ABOC y ACOD, son iguales a ry, 19, 13 y T4,
respectivamente. Prueba que

Problema 3.43 Sea ABC'D un cuadrildtero circunscrito y sea ¢ una linea la
cual divide el perimetro y el area de ABCD a la mitad. Prueba que { pasa por
el centro de la circunferencia inscrita en ABCD.

Problema 3.44 Sean ABC'D un cuadrilatero circunscrito, P el punto de inter-
seccion de las rectas AB y C'D, ), el punto de interseccion de las rectas AD y
BC'. Demuestra que el ortocentro del triangulo formado por las rectas P(Q), AC' y
BD coincide con el centro de la circunferencia inscrita en el cuadrilatero ABCD.

Problema 3.45 Sea ABCD un cuadrildtero circunscrito con diagonales de
longitudes AC' = uw y BD = v. Sean a,b,c y d las longitudes de las tangentes
desde los vértices A, B,C' y D. Demuestra que el cuadrilatero ABC'D es ciclico
si y solo si

u_a+c
v b+d

Problema 3.46 Demuestra que si un cuadrildtero esta inscrito en una circun-
ferencia de radio R y a su vez esta circunscrito a una circunferencia de radio r,
y d es la distancia entre los centros, entonces

N SR
(R+dp2 " (R—d? r*

Problema 3.47 Sea N el punto de interseccion de las diagonales AC'y BD
de un cuadrilatero circunscrito ABCD. Las longitudes de las perpendiculares
desde N hacia los lados AB, BC,CD y DA son a,b,c y d, respectivamente.

Demuestra que
1 1

L,
a ¢ b

1
-
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Problema 3.48 En un cuadrilatero convexo ABCD, los rayos BA y CD se
intersecan en P, y los rayos BC' y AD se intersecan en (). Sea H la proyeccion
de D sobre P(Q). Demuestra que existe un circulo inscrito en ABC'D si y solo si
los incirculos de los triangulos AADP y ANCDQ son visibles desde H bajo el
mismo angulo.

Problema 3.49 Sea ABCD un cuadrilatero convexo con AB # BC'. Denote-
mos por wy y we los incirculos de los triangulos NABC' y ANADC. Supongamos
que existe un circulo w inscrito en el angulo £ ABC, tangente a las extensiones
de los segmentos AD y C'D. Demuestra que las tangentes comunes externas de
w1 Y we Se intersecan sobre w.

Problema 3.50 Sea ABCD un cuadrilatero convexo con los lados BC' 'y AD
no paralelos. Supongamos que existe un punto E en el lado BC' de tal manera
que los cuadrilateros ABED y AEC D son circunscritos. Demuestra que existe
un punto F en el lado AD de tal manera que los cuadrilateros ABCF y BCDF
son circunscritos si y solo si AB es paralelo a C'D.
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Capitulo 4

Algunas estrategias en Geometria

El objetivo en este capitulo es mostrar como algunos trazos pueden simplificar la
solucién de un problema que aparentemente es complicado. De hecho, algunas
veces el trazo dibujado nos muestra cudl es el camino hacia la solucién (o al
menos uno de los caminos). Al principio, muchos de estos trazos pueden parecer
artificiales y como decimos cominmente sacados de la manga, sin embargo, hay
ciertos grupos de problemas para los cuales el mismo tipo de construccién resulta
muy util. Es por esto que en este capitulo se ha tratado de mostrar algunas de
estas estrategias y se han agrupado algunos problemas que se resuelven con esas
mismas estrategias. Esto, con la finalidad de que se logre cierta familiaridad con
los trucos y dejen de ser eso precisamente y se conviertan en técnicas rutinarias.
De lograr este objetivo, se habra logrado el verdadero objetivo del libro completo.
Como dltima recomendacién quiza deberia decir lo siguiente: recordemos que
ninguna idea esta aislada de las demas, es decir, si combinamos varias estrategias
las posibilidades de éxito seran mayores.
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4.1. Prolongar segmentos

La primer estrategia o truco que veremos es la prolongacion de segmentos. Al-
gunas veces al prolongar ciertos segmentos podemos encontrar algunos detalles
que nos facilitan la solucién del problema al que nos estamos enfrentando:

Ejemplo 4.1.1 En un triangulo ANABC sea { la bisectriz del angulo £ BAC'.
Sean P y ) puntos sobre { de manera que BP y C() son perpendiculares a (.
Si M es el punto medio de BC', demuestra que M P = MQ.

Demostracion. Prolongamos BP y C'() hasta que intersecten a AC'y AB en
E y D, respectivamente. Sabemos que los tridngulos AABE y AADC' son
isdsceles, entonces BD = EC. Como Py M son puntos medios de los segmentos
BE y BC, respectivamente, tenemos que PM es paralela a FC y ademas
PM = %EC. Andlogamente, tenemos que M) = %BD y con esto tenemos que
PM = MQ. O

A

D

En ocasiones nos conviene prolongar los segmentos hasta obtener una longitud,
la cual es mencionada en el problema:

Ejemplo 4.1.2 Seana, b yc los lados BC', CA y AB, de un triangulo AABC'
Sea I el incentro y D el punto donde la bisectriz del LA BAC' corta al lado BC'.

Demuestra que
Al b+c

ID  a
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Demostracion. Observemos que la longitud b + ¢ aparece en la igualdad que
queremos demostrar, entonces, prolongamos el rayo C'A hasta el punto E de tal
manera que FA = AB = c. Asi, hemos construido el segmento EC' = b + c.
Como el tridngulo AEAB es isésceles, tenemos que K BEA + {EBA =2a =
ABAC. Se sigue que EB es paralela a AD. Aplicando el Teorema de la Bisectriz
al triangulo AADC' tenemos que

AL AC
ID CD’
ademas
AC_EC_b+C
CD BC  a
Por lo tanto N )
I +c
— = . g
ID a

Ejemplo 4.1.3 Dado un triangulo ANABC' tenemos que AB > AC'. Sea M el
punto medio de BC'. La bisectriz del £ BAC' corta al lado BC' en el punto D. Por
M se traza una linea la cual corta al lado AB en el punto P. 5i BP = PA+ AC,
demuestra que M P es paralela a AD.
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Demostracién. Prolongamos el lado BA hasta el punto T' de manera que AT =
AC.Sea LBAD = £DAC = «. Como el tridngulo AT AC' es isésceles tenemos
que LATC + LACT = LBAC = 2a«, entonces LATC = LACT = «. De lo
anterior, tenemos que CT es paralela a AD, ademas, como BP = PA+ AC =
PA + AT = PT tenemos que PM es paralela a T'C'y por lo tanto paralela a
AD. O

T

B

También puede ocurrir que resulte mas Gtil considerar un punto en el interior de
un segmento de tal manera que se nos forme algtn tridngulo isdsceles:

Ejemplo 4.1.4 En un triangulo ANABC' se cumple que { BAC' = 100° y AB =
AC'. Se elige un punto D en el lado AC de modo que {ABD = ACBD.
Demuestra que AD + DB = BC.

Demostracion. Consideremos un punto E sobre BC' de tal manera que BE =
BD. Como {BED = L{ECD + £EDC = 80° tenemos que £LEDC = 40°,
entonces DE = EC. Basta probar que AD = DFE. Como tenemos que el
cuadrildtero ABED es ciclicoy LABD = £FEBD = 20°, entonces AD = DE
yasi BD+ AD =BD+ DE = BE + EC = BC. O
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4.1.1. Problemas

Problema 4.1 Lo mismo que en el ejemplo 3.1.1 pero ahora { es una linea
arbitraria que pasa por el vértice A.

Problema 4.2 En un tridngulo ANABC' se trazan las bisectrices de los angulos
LABC y LACB vy éstas intersecan los lados AC' y AB en los puntos E y D,
respectivamente. Consideramos los puntos P y () sobre las lineas CD y BE,
respectivamente, de manera que AP1CD y AQL1BE. Demuestra que P() es
paralelo a BC'.

B C

Problema 4.3 En un triangulo escaleno AABC' se traza la bisectriz interior
BD, con D sobre AC'. Sean E y F, respectivamente, los pies de las perpendi-
culares trazadas desde A y C' hacia la recta BD, y sea M el punto sobre el lado
BC' tal que DM es perpendicular a BC'. Demuestra que AEMD = LA DMF.

Problema 4.4 En un paralelogramo ABCD, M es el punto medio de BC.
DT es dibujada desde D y perpendicular a M A, como se muestra en la figura.
Demuestra que C'T = CD.

B A




144 Algunas estrategias en Geometria

Problema 4.5 En un triangulo AABC sean H el ortocentro, O el circuncentro,
sea AL la bisectriz de el angulo £ BAC'. Demuestra que AL bisecta el L HAO.

Problema 4.6 Sea XY una cuerda de longitud constante la cual se desliza
sobre un semicirculo. Sea M el punto medio de la cuerda, C' y D las proyecciones
de los puntos X yY sobre el didmetro AB. Prueba que el triangulo AMCD es
isésceles y nunca cambia su forma.

Problema 4.7 En un triangulo ANABC, se tiene que AB > AC. La bisectriz
exterior del angulo £ BAC' interseca al circuncirculo de AABC en E. Sea F' la
proyeccion de E sobre la linea AB. Demuestra que 2AF = AB — AC.

Problema 4.8 Estd dada la circunferencia €). Desde un punto exterior P se
trazan dos lineas tangentes a §2 las cuales la tocan en A y B. También por P se
traza una secante { a (). Desde el centro de () se traza una recta perpendicular
a ! la cual corta a ) en el punto K y a { en C (el segmento BK corta a ().
Demuestra que BK bisecta el angulo L ABC.

Problema 4.9 Sea M un punto sobre el arco CB (el cual no contiene a A)

de la circunferencia circunscrita al triangulo equilatero AABC'. Demuestra que
BM +CM = AM.

Problema 4.10 Sobre los lados AB y AC' de un triangulo ANABC' se cons-
truyen hacia afuera los cuadrados ABNM y CAPQ. Sea D el punto medio del
lado BC'. Demuestra que PM = 2 - AD.

Problema 4.11 Sea AABC' un triangulo con £ BCA = 60° y AC < BC'. El
punto D esta sobre el lado BC'y cumple que BD = AC'. El lado AC' es extendido
hasta el punto E' de manera que AC' = C'E. Demuestra que AB = DE.

Problema 4.12 En el triangulo NABC con AB > AC, D es el punto medio
del lado BC'; E estd sobre el lado AC'. Los puntos P y () son los pies de las
perpendiculares desde B y E a la linea AD. Demuestra que BE = AE + AC' si
y sélo si AD = PQ.
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Problema 4.13 Una circunferencia tiene su centro en el lado AB de un cua-

drila-tero ciclico ABC'D. Los otros tres lados son tangentes a la circunferencia.
Demuestra que AD + BC = AB.

Problema 4.14 E| angulo LA BAC' es el menor de los angulos del triangulo
AABC. Los puntos B y C dividen a la circunferencia circunscrita del tridngulo
en dos arcos. Sea U un punto interior del arco BC' que no contiene a A. Las
mediatrices de AB y AC cortan a la recta AU en V' y W, respectivamente. Las
rectas BV y CW se cortan en T. Demuestra que AU =TB + TC.

Problema 4.15 En un triagngulo ANABC sea AP la bisectriz de £ BAC' con
P sobre BC, y sea BQ la bisectriz de L ABC con () sobre C'A. Se sabe que
BAC =60° y que AB + BP = AQ + QB. jCuales son los posibles valores de
los angulos el triangulo AABC'?

4.2. Trazar perpendiculares y paralelas

En muchas ocasiones, al trazar una perpendicular o una paralela a algin seg-
mento, obtenemos tridngulos que poseen propiedades dtiles en la solucién de un
problema.

Problema 4.16 Sean E y D puntos sobre la hipotenusa AB de un triangulo
rectangulo ANABC, con angulo recto en C. Los puntos F' y GG estan sobre los
lados CB y C'A de tal manera que BD = BC, AF = AC, EF1BC, y
DG 1 AC. Demuestra que DE = EF + DG.
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Demostracion. Se traza la perpendicular a AB desde C' y supongamos que ésta
interseca a AB en H. Sean LCAB = 2a y £LABC = 2. Como el tridngulo
ACAF es isosceles tenemos que LCEA = 90° —«, por lo que L{HC'E = «. Por
suma de angulos en el tridngulo AABC' obtenemos que L EC'B = a.. Ademas,
tenemos que el cuadrildtero CHEF es ciclicoy como {HCE = LECF = a,
se sigue que HE = E'F. Andlogamente se obtiene que GD = DH, por lo tanto,
DE = EF + DG. O

Ejemplo 4.2.1 En los lados opuestos BC'y DA de un cuadrilatero convexo se
toman los puntos M y N, de tal manera que BM : MC = AN : ND = AB :
CD. Demuestra que la recta M N es paralela a la bisectriz del angulo formado
por los lados AB y CD.

Demostracion. Por B y D se trazan paralelas a AD y AB, respectivamente, las
cuales se intersecan en el punto P. Por M se traza un paralela a BP la cual
interseca a PC en el punto (). Tenemos que

MQ CM DN
BP CB DA
y como BP = AD entonces M) = ND, ademas M() es paralelo a ND y con
esto tenemos que NM QD es un paralelogramo. También tenemos que
PQ_BM:>PQ_AB_DP
QC MC QC DC DC’

Por el Teorema de la Bisectriz tenemos que D() bisecta el angulo £ PDC'y como
N M es paralela a D@, concluimos que N M es paralela a la bisectriz del angulo
formado por las rectas ABy DC. U

B
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Ejemplo 4.2.2 E/ incirculo del triangulo NABC' toca los lados AB, BC y C A
en los puntos F', D y E, respectivamente. El diametro del incirculo, el cual pasa

por el punto D, interseca al segmento E'F' en el punto N. Demuestra que la
linea AN divide al lado BC' por la mitad.

A

B D M c

Demostracion. Por N trazamos el segmento P() paralelo a BC', como se muestra
en la figura. Bastard entonces demostrar que el tridngulo APIQ es isésceles.
Como ID es perpendicular a BC' (I es el incentro del tridngulo) tenemos que
ADNP = £LDNQ = 90°, ademas, como los angulos LI FP e £1FE() también
son rectos, tenemos que los cuadrildteros IFFPN e I N E(Q son ciclicos. De aqui
obtenemos que {IPN = LIFN = a e LIQN = LIEN = «, es decir,
AIPN = LIQN = «. Esto implica que el tridngulo API() es isésceles. Lo cual
queriamos demostrar. O

4.2.1. Problemas

Problema 4.17 En un triangulo AABC, la altura CE es extendida hasta G de
tal manera que EG = AF, donde AF es la altura trazada hacia BC'. Una linea
a través de GG y paralela a AB interseca CB en H. Demuestra que HB = AB.
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Problema 4.18 Sea ABCD un cuadrildtero convexo. Tomando como diame-
tros los lados del cuadrilatero y con centro en los puntos medios de éstos, se
construyen cuatro circunferencias. Demuestra que estas cuatro circunferencias
cubren completamente al cuadrilatero.

Problema 4.19 Sea AABC' un triangulo rectangulo con angulo recto en A.
Se construyen los cuadrados ABDE y CAP(Q como se muestra en la figura
siguiente. Se trazan las perpendiculares DM y QN hacia el lado BC. Demuestra
que DM + QN = BC.

M B C N

Problema 4.20 En un triangulo isésceles NABC, con AB = AC, se extiende
CB a través de B hasta un punto P. Una linea desde P, paralela a la altura

BF, interseca AC en D. Se dibuja PE perpendicular a AB. Demuestra que
BF + PE =PD.

Problema 4.21 Sean AB y C'D dos cuerdas perpendiculares en una circunfe-
rencia de radio R. Demuestra que AC? + BD? = 4R?.

Problema 4.22 Un trapecio ABCD, con AB paralelo a CD, tiene sus diago-
nales AC' y BD mutuamente perpendiculares. Demuestra que

AC? + BD* = (AB + DC)*.

Problema 4.23 Sea O un punto en el interior de un triangulo equilatero
NABC con lados de longitud a. Las lineas AO, BO y C'O intersecan los lados
en los puntos Ay, By y C. Demuestra que OA; + OB, + OC < a.



4.2 Trazar perpendiculares y paralelas 149

Problema 4.24 Sea P un punto en el interior de un triangulo equilatero
ANABC. Desde P se bajan las perpendiculares PD, PE y PF' a los lados BC,
CA y AB, respectivamente. Encuentra

PD+ PE + PF
BD + CE + AF"

Problema 4.25 [os lados opuestos de un hexagono ABC DEF son paralelos.
SiBC — EF =FED — AB = AF — CD > 0, demuestra que todos los angulos
de ABCDEF son iguales.

Problema 4.26 Se toma un punto P en el interior de un rectangulo ABC D
de tal manera que LAPD + £ BPC = 180°. Encuentra la suma de los angulos
ADAP y A{BCP.

Problema 4.27 Sean MN, PQ, RS tres segmentos iguales en los lados de un
triangulo equilatero. Demuestra que en el triangulo formado por las lineas )R,
SM y NP, los segmentos QQR, SM y N P, son proporcionales a los lados en los
que estan contenidos.

Problema 4.28 En el cuadrilatero convexo ABC D, las diagonales AC' y BD
son perpendiculares y los lados opuestos AB y DC' no son paralelos. El punto
P, interseccion de las mediatrices de AB y DC', esta en el interior del cua-
drilatero ABC'D. Demuestra que los vértices de ABCD estan en una misma
circunferencia si y sélo si los tridngulos NABP y ACDP tienen dreas iguales.

Problema 4.29 Sea ABCDEF un hexagono convexo tal que AB es paralelo
a ED, BC es paralelo a FE y CD es paralelo a AF. Sean Ry, Rc y Rg los
radios de las circunferencias circunscritas a los triangulos AFAB, ANBCD y
ADEF, respectivamente; y sea p el perimetro del hexdagono. Demuestra que

RA—I—Rc—l—REZg.
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4.3. Trazar tangentes y cuerdas comunes

Cuando tenemos dos circunferencias tangentes, ya sea la tangencia interior o
exterior, en ocasiones es muy Util trazar la linea tangente a las dos circunferencias
la cual pasa por el punto comin de ellas:

Ejemplo 4.3.1 Las circunferencias C, y Cy son tangentes en el punto A, como
se muestra en la figura. A partir del punto A se trazan dos rectas las cuales
intersecan a Cy y C5 en los puntos B, C, D y EE como se muestra en la figura.
Demuestra que los triangulos NAABC' y ANADFE son semejantes.

Co

PN___F

Demostracion. Sea (¢ la tangente comin a C; y C5 por el punto A, y sea «
el dngulo formado por £y AD. De esta manera se han formado dos dngulos
semi-inscritos que intersecan los arcos BA'y DA en C} y Cy, respectivamente.
Como los dngulos LACB y LAED intersecan los arcos BA 'y DA, tenemos
que LACB = LAED = «. De aqui se sigue que BC || DE, por lo tanto, los
tridngulos AABC'y AADFE son semejantes. O

1

A
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Un trazo que podriamos considerar obligatorio es el siguiente: siempre que ten-
gamos dos circunferencias que se cortan en dos puntos, debemos trazar la cuerda
comun.

Ejemplo 4.3.2 Dos circunferencias se intersecan en los puntos A y B. Por el
punto A se han trazado los segmentos AC' y AD, cada uno de los cuales, siendo

cuerda de una circunferencia, es tangente a la segunda circunferencia. Demuestra
que AC? - BD = AD? - BC.

Demostracién. Trazamos la cuerda comin AB. Con esto obtenemos que L AC'B =
ADAB = «, ya que ambos angulos intersecan el arco AB en la primer circun-

ferencia. Andlogamente, obtenemos que L ADB = {CAB = 3. Con estas dos

igualdades de dngulos obtenemos que los tridngulos AACB y ADAB son se-

mejantes. Tenemos entonces que

AC AB CB
DA DB AB’

De aqui se deriva que:

DA) ~ DB-AB DB’

de donde se obtiene facilmente la igualdad deseada. 0

(AC)2 _AB-CB (B

Ejemplo 4.3.3 Sean C) y C, dos circunferencias las cuales son tangentes ex-
teriormente en un punto I, y sea I' una circunferencia la cual es tocada interna-
mente por C7 y Cy en los puntos R y S, respectivamente. Sea AB la cuerda de
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I' la cual es tangente exterior a Cy y Cy enT" y U, respectivamente. La tangente
cominenI a Cy yCyintersecaal en C' y D, con C sobre el mismo lado de
AB que I.

(a) Demuestra que los puntos R, T', D son colineales.

(b) Demuestra que I es el incentro del triangulo AABC.

Demostracién. Sea D' el punto medio del arco EZ, y observemos que el punto D
estd sobre el eje radical de C; y (5. Entonces bastard con demostrar que D’ tiene
la misma potencia con respecto a C; y (s y asi de esta manera coincidird con
D. Por el resultado del problema 3.3.3 tenemos que R, T'y D’ son colineales,
asimismo, S, U y D’ son colineales. Observemos que {RTA = @ =
ARgiD'A = ARSD’, se sigue entonces que el cuadrildtero RT'US es ciclico. Por
potencia del punto D’ con respecto a la circunferencia circunscrita a RTUS
obtenemos que D'T' - D'R = D'U - D'S. Esto a su vez implica que D’ tiene la
misma potencia con respecto a C y (s, por lo que concluimos que D' = D.

Ahora, para el inciso (b) recordemos que para que I sea el incentro del triangu-
lo AABC es suficiente que se cumpla que DI = DB = DA. Notemos que
ABSD = £ABD = «, ya que intersecan arcos de la misma longitud. Tenemos
entonces que los tridngulos ADSB y ADBU son semejantes. De aqui se ob-
tiene que DU - DS = DB?2, que es precisamente la potencia de D con respecto
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a (5. Recordemos ademas que la potencia de D con respecto a (5 es también
DI?, por lo tanto, DB = DI. O

4.3.1. Problemas

Problema 4.30 Dos circunferencias son tangentes exteriormente en un punto
A. BC es una tangente comdn externa. Demuestra que L BAC = 90°.

Problema 4.31 Dos circunferencias de centros O y O, se intersecan en los
puntos A y B, como se muestra en la figura. La linea C'D es tangente a ambas
circunferencias. Demuestra que

1
LCAD = EA{OlAOg.

01
0o
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Problema 4.32 Las circunferencias C y Cs son tangentes interiormente a Cs
en los puntos A y B, respectivamente. Se traza una tangente exterior comun
a Cy y Cy la cual toca a las circunferencias en los puntos C' y D, respectiva-
mente. Demuestra que las rectas AC' y BD se intersecan en un punto sobre la
circunferencia Cs.

Problema 4.33 Las circunferencias Cy y C5 son tangentes interiormente a
la circunferencia C5 en los puntos A y B, como se ve en la figura. La tangente
interior comun a C y Cs toca a estas circunferencias en P y (), respectivamente.
Demuestra que las rectas AP y B(Q) intersecan a la circunferencia C3 en puntos

diametralmente opuestos.

N

Problema 4.34 Dos circunferencias I'y y I'y estan dentro de la circunferencia
I', y son tangentes a I" en puntos distintos M y N, respectivamente. La circun-
ferencia I'y pasa por el centro de la circunferencia I'y. La recta que pasa por los
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dos puntos de interseccion de I'y y I's corta a I' en los puntos A y B. Las rectas
MA y MB cortan a I'y en los puntos C' y D, respectivamente. Demuestra que
CD es tangente a I's.

Problema 4.35 Dos circunferencias I'y y I's se cortan en M y N. Sea l la
tangente comun a I'y y I'y tal que M estda mas cerca del que N. La rectal es
tangente aI'y en A y al's en B. La recta paralela a | que pasa por M corta
de nuevoal'y en C' yals en D. Las rectas CA y DB se intersecan en E; las
rectas AN y CD se intersecan en P; las rectas BN y C'D se intersecan en ().
Demuestra que EP = EQ).

Problema 4.36 Sean S| y S, dos circuntferencias de centros O y O, respec-
tivamente, secantes en M y N. La recta t es la tangente comdn a Sy y Sy mas
cercana a M. Los puntos A y B son los respectivos puntos de contacto de t con
S1 y Sy, C el punto diametralmente opuesto a B y D el punto de interseccion
de la recta 010y con la recta perpendicular a la recta AM que pasa por B.
Demuestra que M, D y C estan alineados.

Problema 4.37 Teorema de Thébault. Sean AD y BC dos cuerdas de una
circunferencia 1" las cuales se intersecan en un punto K. Sean I'y y I'y las cir-
cunferencias que son tangentes a 1" por el interior y a los pares de segmentos
AK,BK y AK,CK, respectivamente. Sean I, I, I los centros de la circunfe-
rencia inscrita en el triangulo ANABC, de I'y y I's. Demuestra que 1,1 e I son
colineales.

4.4. Construir un angulo

Al igual que se hizo con segmentos, en ocasiones conviene construir un dngulo
el cual es mencionado en el problema. En el siguiente ejemplo queda clara esta
idea:

Ejemplo 4.4.1 Se escoge un punto D en el interior de un tridngulo escaleno
NABC' de tal manera que el angulo {ADB = LACB +90° y AC - BD =
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AD - BC. Encuentra
AB-CD

AC -BD

Demostracion. Se traza el segmento C'E de la misma longitud que AC'y de tal

manera que C'E es perpendicular a AC' (aqui hemos formado el dngulo L ACB+
BD _ AD _ AD

90°). Tenemos que £ BCE = £ BDA, ademds = = 75 = &g lo cual implica
que AABD ~ AEBC. Por otro lado, como {ABE = £DBC'y g—g = %
tenemos que

AB AE

Esto a la vez implica que

AB _ V2AC AB-CD _ 5

BD_ CD _ AC-BD _

Ejemplo 4.4.2 En un triangulo AABC' tenemos que A BCA es obtuso y
ABAC =2- LABC. La linea a través de B y perpendicular a BC' interseca a
la linea AC' en D. Sea M el punto medio de AB. Entonces { AMC = £BMD.

Demostracion. Sea @ = £ ABC'. Construiremos el dngulo 2 - L ABC, para esto,
consideremos el punto F' sobre la linea C'D de manera que {CBF = a. sea H
el punto donde la bisectriz del dangulo £ BAC' interseca al segmento BF. Dado
que L DBC = 90° tenemos que BD es bisectriz exterior del angulo £ DBF,

FD _ BF . .
entonces se cumple que 57 = 3. Por otro lado, por el Teorema de la bisectriz



4.4 Construir un angulo 157

en el tridngulo AABF con la bisectriz AH tenemos que 22 = 28 De todo

HF
esto se sigue que
BH FD AM AB BF

HF DA MB AF AB’
ademds, como BF' = AF tenemos que

AB BF ]

BF AB
Entonces, por el Teorema de Menelao, tenemos que D, H y M son colineales.
Se sigue que {HMB = {DMB = LCMA. O

4.4.1. Problemas

Problema 4.38 Encuentra el valor del lado de un decagono regular en funcion
del radio de la circunferencia circunscrita a éste.

Problema 4.39 Sea AD la mediana del triangulo NABC'. Sabemos que £ D AC+
LABC =90°. Halla el £ BAC' si se sabe que AB # AC.

Problema 4.40 Sea M el punto medio del lado BC' de un triangulo ABC'. Se
sabe que L BAM = %AMAC’. Se extiende AM a través de M hasta un punto
D de tal manera que L ABD = 90°. Demuestra que

AC = %AD.
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Problema 4.41 En el triangulo NABC, AB = AC y £ BAC = 80°. En el
interior del triangulo se toma el punto M de tal manera que LM BC = 30° y
AMCB = 10°. Halla el angulo L AMC'.

Problema 4.42 Sean P y () puntos en el interior de un triangulo AABC' tales
que APAB = LQAC y £PBA = £QBC. Encuentra

PA-QA PB-QB PC-QC
AB-AC " AB-BC ' BC-AC’

Problema 4.43 Sea P un punto interior al triangulo ANABC' tal que {APB —
LACB = LAPC — LABC'". Sean D y F los incentros de los triangulos NAPB
y ANAPC, respectivamente. Demuestra que AP, BD y C'E son concurrentes.

Problema 4.44 En un triangulo AABC' sea AP la bisectriz de LA BAC' con
P sobre BC, y sea BQ la bisectriz de £ ABC' con () sobre C' A. Se sabe que
BAC =60° y que AB+ BP = AQ + QB. jCudles son los posibles valores de
los angulos del triangulo ANABC'?

4.5. Circunferencias auxiliares

En algunos problemas, trazar la circunferencia que pasa por algunos de los puntos
puede ser util, ya que de este modo aparecen mas puntos sobre esa circunferencia
los cuales nos dan informacién (til para descubrir una solucién.

Ejemplo 4.5.1 Las tangentes a la circunferencia circunscrita de un triangulo
ANABC en los puntos B y C' se intersecan en un punto P. Entonces tenemos
que AP es la simediana del lado BC'.

Demostracion. Tracemos la circunferencia con centro en Py radio BP y con-
sideremos los puntos D y E donde ésta interseca a las lineas AB y AC. Sean
ABAC = 0, LABC = By L{ACB = «, entonces tenemos que £ BPD =
180° — 2ar, L BPC = 180° — 20 y LACPE = 180° — 2[5. Se sigue que L BPD +
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ABPC+ £CPE = 540° — 2(a+ 0 + ) = 180°, es decir, los puntos D, Py E
son colineales. Ahora, como L BDE = L ACB = «, tenemos que BDEC' es un
cuadrilatero ciclico. Dado que DP = PFE, tenemos que AP es la mediana del
tridngulo AADE y como AADE ~ AABC, pero tienen diferente orientacion,
tenemos que AP es la simediana del tridngulo AABC trazada hacia el lado BC'.
O

A

Aunque la siguiente demostracidon ya fue analizada previamente, la incluimos
en esta seccién ya que es un ejemplo muy representativo de cémo trazando
circunferencias auxiliares se pueden desarrollar demostraciones elegantes.

Ejemplo 4.5.2 (Teorema de Brianchon). Si un hexdgono convexo posee una
circunferencia inscrita, entonces las diagonales principales son concurrentes.

Demostracion. Sea ABCDEF el hexdgono dadoysean R, Q, T, S, Py U, los
puntos en los cuales la circunferencia toca a los lados AB, BC', CD, DE, EF
y F'A, respectivamente. Prolongamos los segmentos FF', CB, AB, ED, CD'y
AF (como se muestra en la figura siguiente) hasta los puntos P’, @', R', S’, T"
y U’, de manera que

PP'=QQ =RR =SS =TT = UU..
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Sea I'; la circunferencia tangente a las lineas PP’ y Q@' en los puntos P’y
(', sea I'y la circunferencia tangente a RR' y SS’ en los puntos R’y S" y
sea I's la circunferencia tangente a 77" y UU’ en los puntos 1" y U’. Como
AR = AU y RR' = UU’, tenemos que AR’ = AU’; ademds, como DT = DS
y TT' =SS’ tenemos que DT = DS’. De lo anterior se sigue que Ay D estan
sobre el eje radical de I'; y I's, es decir, la linea AD es el eje radical de I's y
I'3. Andlogamente, se demuestra que la linea BE es el eje radical de I'y y 'y,
y que la linea C'F es el eje radical de I'; y I's. Como los ejes radicales de tres
circunferencias son concurrentes, tenemos entonces que las lineas AD, BE y
C'F concurren. O

Problema 4.45 Teorema de Haruki. Sean AB y C'D dos cuerdas sobre una
circunferencia las cuales no se intersecan y sea P un punto variable sobre el arco
AB, el cual no contiene los puntos C'y D. Sean E y F' las intersecciones de las
cuerdas PC, AB, y PD, AB, respectivamente. Entonces el valor de A%}?F no
depende de la posicion del punto P.

Problema 4.46 En la siguiente figura AB = AD =5, BC =9y AC =T.
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BD
Encuentra Be-

Problema 4.47 Sea M el punto medio del arco EE’ el cual contiene al vértice

A, de la circunferencia circunscrita a un triangulo NABC'. Supongamos AB >
AC' y sea D la proyeccion de M sobre AB. Demuestra que BM = M A + AC.

Problema 4.48 Demuestra que si la altura y la mediana, trazadas desde uno
de los vértices de un triangulo escaleno, se encuentran dentro del triangulo y
forman con sus lados laterales dangulos iguales, dicho triangulo es rectangulo.

Problema 4.49 Sea D un punto sobre el lado BC' de un triangulo ANABC' de
manera que AD bisecta el angulo £ BAC. Demuestra que

AD?> = AB - AC — BD - DC.

Problema 4.50 La bisectriz del angulo £ BAC' de un triangulo AABC' inter-
seca al lado BC en L y al circuncirculo en N. Sean K y M las proyecciones de L
sobre los lados AB y AC, respectivamente. Demuestra que |ABC| = |AK N M|.

Problema 4.51 Sea P = P, P, ..., Pigg7 un conjunto de 1997 puntos en el
interior de un circulo de radio 1, siendo P, el centro del circulo. Para cada
k =1,..,1997 sea z; la distancia de P, al punto de P mas proximo a Py y
distinto de P,. Demostrar que

(1’1)2 + (1’2)2 + ...+ (1’1997)2 <9.
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Capitulo 5

Sugerencias para los problemas
propuestos

En este capitulo encontrards sugerencias que pueden ser Utiles en la demostracién
y/o solucién de algunos de los problemas. Siéntete libre de enviar tus criticas,
comentarios, sugerencias, etc... En fin, todo aquéllo que pueda ayudar a mejorar
la claridad de exposiciéon y comprensidn del contenido del libro. Todo comentario
serd bienvenido y considerado con mucho agradecimiento de mi parte. Mis correos
electrénicos son los siguientes:

jeronimo@cimat.mx y jesusjero@hotmail.com

Sugerencias para los problemas del Capitulo 1.

Problema 1.2 Prolonga BP hasta intersectar al segmento AC'y considera los
tridngulos que se forman.

Problema 1.4 Sea M el punto medio del lado C'D. Observa que el tridngulo
ANAMD es equilatero.
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Problema 1.5 Considera primero el caso de un cuadrilatero. Dividelo en tridngu-
los trazando las diagonales desde uno de los vértices. Aplica lo mismo para el
caso general.

Problema 1.6 Si una de las lineas corta a la circunferencia en los puntos A, B 'y
la otra en los puntos C, D, traza una de las diagonales del cuadrilatero ABC' D
y usa la igualdad de angulos alternos internos, que en este caso son inscritos.

Problema 1.7 Si / es la linea tangente a la circunferencia en el punto A y el
angulo semi-inscrito se forma con £y la secante AB, traza la cuerda C'B paralela
a ( y utiliza el resultado del problema anterior.

Problema 1.8 Sean A, B, C, D los puntos de divisidn de la circunferencia con-
siderados en el orden de las manecillas del reloj y sean M, N, P, los puntos
medios de los arcos AB BC’ C’D DA respectivamente. Demuestre que M P es
perpendicular a NQ.

Problema 1.9 Traza la cuerda AB y observa los dngulos semi-inscritos que se
forman.

Problema 1.10 Traza la recta tangente comdn de las circunferencias y considera
el punto donde ésta intersecta al segmento BC'.

Problema 1.12 Traza un didmetro el cual pase por uno de los vértices del lado
en cuestién y traza el segmento que une el otro vértice del lado con el otro
extremo del didmetro trazado.

Problema 1.13 Observa que C'D es tangente al circulo con centro en B y radio
BC, utiliza el dngulo semi-inscrito que se forma.

Problema 1.14 Observa que la medida del dangulo £AC'B no depende de la
eleccién del punto C'. Después prueba que la medida del arco E'D es constante.

Problema 1.15 Observa que los triangulos AAO;C'y AAO>D son isésceles y
que O1C' y O,C son perpendiculares a C'D.

Problema 1.16 Traza la cuerda BE. Observa que el tridngulo ABEC es
rectangulo y utiliza los angulos semi-inscritos.
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Problema 1.17 Traza la linea ¢ tangente a la circunferencia en el punto M,
prolonga el segmento R() hasta que intersecte a ¢ en un punto 7. Después
utiliza las igualdades entre dngulos inscritos y semi-inscritos.

Problema 1.18 Completa el paralelogramo ABC'D con los vértices considerados
en ese orden, y prolonga los segmentos b,c y d, hasta que intersecten al lado
AD del paralelogramo.

Problema 1.19 Sean P y @ los puntos donde LC' y AM intersectan a BD.
Traza una recta paralela a LC' a través del punto By utiliza el Teorema de Tales
para probar que BP = P(). De manera andloga prueba que D@ = QP.

Problema 1.20 Sea 7" un punto tal que ABT D es un paralelogramo y sean P
y @ los puntos medios de los lados BTy DT'. Prueba que PM debe ser paralelo
a TC, lo cual es una contradiccidn.

Problema 1.21 Traza lineas paralelas a B(Q) a través de M y a través del punto

medio del segmento AP. Considera los puntos donde estas paralelas intersectan
a AC.

Problema 1.22 Por B y N traza paralelas a AD.
Problema 1.24 Utiliza el resultado del problema anterior.

Problema 1.25 Observa que el cuadrildtero formado por los puntos medios de
las diagonales y por los dos puntos medios de los lados es un paralelogramo.

Problema 1.26 Utiliza la semejanza de los tridngulos AABD y AABC.

Problema 1.27 Observa las igualdades de angulos entre los dngulos semi-
inscritos y los angulos inscritos que se forman. De ahi se obtiene la semejanza

de los triangulos AACBy ANADB.

Problema 1.28 Prolonga el segmento AD, mdas alld del punto D, hasta un
punto X de manera que se cumpla que AX = 2- AD. Después, demuestre que
los triangulos AAC'X y AAPM son congruentes.

Problema 1.29 Utiliza las semejanzas de los tridngulos AAHE ~ ANEBC'y
AFGC ~ FBA.
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Problema 1.30 Considera los segmentos que unen los puntos medios de las
bases del trapecio con el punto de interseccién de las diagonales. Después, usa
semejanza para ver que estos segmentos forman angulos iguales con respecto a
alguna de las diagonales.

Problema 1.31 Traza por D el segmento DE’ paralelo a BC con E’ en el lado
AC. Sea N el punto medio de DE’. Por el problema anterior tenemos que M,
N vy el punto de intersecciéon de C'D con BE’, son colineales. También se puede
ver que A es colineal con M y N. De aqui es facil deducir que £ = E.

Problema 1.35 Prolonga los segmentos AD y BC' hasta que se intersecten para
formar un triangulo rectangulo.

Problema 1.37 Considera dos lados adyacentes del paralelogramo y los centros
de los cuadrados contruidos sobre ellos. Con estos dos centros y el vértice en
comtn de estos dos lados, se obtienen los vértices de un tridngulo. Considera los
otros tres tridangulos formados asi de esta manera. Prueba que esos tridangulos
son congruentes. Observa los dngulos que forman entre si sus lados respectivos.

Problema 1.38 Sea P el punto de interseccidn de las diagonales del cuadrilatero.
De la semejanza AAPD ~ AK PB se obtiene la relacién ﬁ—g = %. De manera
analoga se obtiene % = %. Al multiplicar estas dos igualdades se obtiene la

conclusién del problema.

Problema 1.39 Sea N el punto medio del segmento AM. Prueba que el tridngu-
lo ABNP es semejante al tridngulo ABAM vy al tridngulo ABM H. Utiliza
ademas que N P es paralelo a AH.

Problema 1.40 Demuestra que los tridngulos AByA1C'y AA;B{C' son con-
gruentes y observa que sus lados respectivos forman dngulo de 90° entre si.

Problema 1.41 Prueba que los tridngulos AMBE y ANFC son semejantes.
Los lados correspondientes son paralelos.

Problema 1.42 Sean P y () los puntos de interseccién de los pares de lineas

NE,AB vy BC, ME. Por el Teorema de Tales tenemos que % = % y fv?[_g -
Z5  De esto se obtiene que PN - M@ = PE - QFE. De manera anadloga se
obtiene que PA-QQC' = PB-B(Q). Ahora utiliza que BPFE(Q es un paralelogramo.

De aqui se puede concluir facilmente que los tridngulos ANPA y ACQM son
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semejantes.

Problema 1.43 Sean M sobre BC' de manera que BM = %MC’ y sea N el
punto sobre I' el cual es colineal con Ay M. Sea P el punto medio del lado
BC'. Demuestra que los tridngulos AABM y AN PM son semejantes. Utiliza
el criterio de semejanza (/a para triangulos no acutdngulos.

Problema 1.44 Demuestra que los tridngulos ARBT e AIBS son semejantes.
Para hacer esto utiliza que BM - BK = BT - BI.

Problema 1.45 Sean A, By C' los vértices del tridngulo. Si el dngulo L AC'B #
90° entonces considera el punto A’ tal que £LA'C' B = 90°. Luego demuestra que
A = A.

Problema 1.47 Traza la altura desde A sobre el lado BC'y aprovecha todos los
tridngulos rectangulos que se forman.

Problema 1.48 Observa que el punto de tangencia de las circunferencias y los
dos centros, son colineales.

Problema 1.49 Sin pérdida de generalidad se puede suponer que la longitud de
AB es 2. Deespués calcula las longitudes de los segmentos BT y T A. Verifica
que los segmentos BT, TAy AB cumplen el Teorema de Pitagoras.

Problema 1.51 Por C traza la linea paralela a AB y sea T el punto donde ésta
corta a la circunferencia. Después observa que el tridngulo AT BD es rectangulo
y que T'B = AC.

Problema 1.52 Sea 7" un punto sobre la linea C'D de manera que AT || BD.
Observa que ABDT es un paralelogramo.

Problema 1.53 Utiliza el Lema 1.5.1.

Problema 1.56 Sean X y Y los puntos donde los rayos PA 'y PB intersectan la
linea DC, y sea T sobre DC tal que BT || PX. Observa que BC* =TC-CY =
XD -CY. Después utiliza la semejanza de APAB con APXY.

Problema 1.57 Utiliza el Teorema de Carnot.

Problema 1.58 Utiliza el Teorema de Carnot.
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Problema 1.59 Sea I el incentro del tridngulo AABC. Demuestra que /N2 —
IM? = KN? — KM?.

Problema 1.60 Sean O y r el centro y radio de la circunferencia dada. Observa
que MO? — M A% = r2%.

Problema 1.62 Prueba que los tridngulos ARQP y ASQP son semejantes.
Problema 1.63 Observa la igualdad de los dngulos L AQR = £ RPQ.
Problema 1.64 Observa que AMCB ~ ADAB.

Problema 1.65 Utiliza las igualdades de angulos en los cuadrildteros ciclicos
ABCE vy BADF.

Problema 1.66 Sea 7' el punto donde se intersectan las circunferencias circuns-
critas de los triangulos AAPN y ABM P. Demuestra que los puntos C, N, M
y T', son conciclicos.

Problema 1.67 Recuerda que la linea que une los centros de dos circunferencias
que se cortan en dos puntos, es ortogonal a la cuerda comun de éstas.

Problema 1.68 Utiliza el Teorema de Miquel dos veces, para dos ternas de
tridngulos.

Problema 1.69 Sea X el punto de Miquel del triangulo AABC' con respecto
a los puntos M, N y P. Demuestra que los puntos A’, B/, C', T" y X son
conciclicos. Conviene demostrar esto para dos cuartetas de puntos, en cada una
de las cuales esté incluido el punto X.

Problema 1.71 Traslada el tridngulo AAPD de manera que el vértice A se
vaya al vértice B y el vértice D se vaya al vértice C'. Tenemos que el punto P
se traslada en el punto P’. Aprovecha que el cuadrilditero BPC P’ es ciclico.

Problema 1.72 Sea ABC'D el cuadrildtero dado y sea T' el punto donde se
intersectan sus diagonales. Consideremos el par de cuadrados opuestos ADM N
y BXYC, y sean O y O, sus centros. Observa que los cuadrilateros AT DO, y
BO,C'T son ciclicos.

Problema 1.73 Observa que el cuadrilditero M K DC' es ciclico, de lo cual se
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sigue que L KDM = L KCM.

Problema 1.75 Observa que el cuadrildtero PBQR es ciclico y que LQPR =
45°.

Problema 1.76 Sea P el punto de interseccién de las diagonales del cuadrilatero
ABCD vy sea M el punto donde la perpendicular a AD desde P intersecta al
lado BC'. Prueba que KM PB = AMBP. Después, utiliza el hecho que dice:
el punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo equidista de los tres
vértices.

Problema 1.77 Sea ABCD el cuadrilatero, sean M y N los puntos medios
de AB y DC, respectivamente, y sea T el punto de interseccién de las dia-
gonales. Usando el resultado del Problema 1.75, demuestra que MTNO es un
paralelogramo.

Problema 1.79 Sea O el centro de la circunferencia. Observa que los puntos
P, A, C, Oy B son conciclicos. Demuestra que £ BCO = {OBA.

Problema 1.80 Sea M la interseccién de OC' y AE, y sea N la interseccion
de DE y BC'. Demuestra que CMNE es un cuadrilatero ciclico, de donde se
obtiene que M N || AB.

Problema 1.81 Sea M la intersecciéon de BE y C'D, y sea O el centro de la
circunferencia. Demuestra que PAM B es un cuadrilatero ciclico y con esto se
obtiene que P, A, M, O y B son conciclicos.

Problema 1.82 La demostracién es idéntica a la demostracién del Teorema de
la Linea de Simson. Puedes ver esta demostracién en el Capitulo 4.

Problema 1.83 Demuestra que AIDJ es semejante al triangulo ABAC. Con
esto, después demuestra que AM JD es un cuadrilatero ciclico.

Problema 1.84 Este problema estd resuelto en el Ejemplo 4.2.1.

Problema 1.85 Recuerda que AC'M D es un cuadrildtero ciclico, de aqui se
obtiene que L ABD = L ACM. Luego demuestra que AK BN es un cuadrilatero
ciclico.
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Problema 1.86 Observa que PJC(Q) es ciclico ya que £LPQJ = APCJ =
£ ABP. Entonces PJ || AC' siy sélo si PJC(Q es un trapecio isdsceles.

Problema 1.87
Problema 1.88 Utiliza que LB = LC = LI y el Teorema de Ptolomeo.

Problema 1.90 Demuestra y utiliza la semejanza de los triangulos APQR y
ANADC.

Problema 1.92 Aplica el Teorema de Ptolomeo en el cuadrilatero ACDE.
HE x A x A
Problema 1.93 Sean {ACB = ay LACD = 3. Utiliza que T = 4& y £ = 48.

Problema 1.94 Utiliza el resultado del Ejemplo 1.7.2 y el comentario que se
menciona después de su demostracion.

Problema 1.95 Consideremos dos circunferencias 'y y I'g de centros O, y Op
y radios r, y rp, tangentes interiormente a una circunferencia dada I', de radio
r, en los puntos A y B, respectivamente. Una linea tangente exterior comun a
I'4 y I'g hace contacto con éstas en los puntos S y T, respectivamente. Los
rayos AS'y BT se intersectan sobre un punto M en I' (ver Ejemplo 4.3.3 (a) o
el Problema 4.29), de manera que la linea tangente a I' por M es paralela a ST
Observa que los triangulos AMST y AM BA son semejantes, de ahi se obtiene
que

BA\® MB-MA 0OA OB
ST) ~ MS-MT 004 OOp’

es decir,

AB = d . ST.

V=)t =)
De aqui la demostracién de la primera parte del Teorema de Casey se obtiene
facilmente aplicando el Teorema de Ptolomeo al cuadrilaitero ABCD, donde
A,B,Cy D son los puntos de contacto de las circunferencias Cy, Cs, C3 y Cy4
con I'.

Problema 1.97 Sean A, B,C, D los vértices del cuadrado nombrados en el
sentido de las manecillas del reloj y sea M el punto de tangencia mostrado en la
figura del problema. Prolonga el segmento AD hasta que intersecte de nuevo a la
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circunferencia en el punto 7T'. Usa la potencia de A con respecto a la cirunferencia
y el Teorema de Pitdgoras en el tridangulo rectdngulo ADTC.

Problema 1.98 Traza la circunferencia con centro en Ay radio AB. Utiliza la
potencia desde C.

Problema 1.102 Sean (', y C} las circunferencias circunscritas a los tridngulos
ANABD y ABDC. Calcula la potencia de A con respecto a (s y la potencia de
C con respecto a (. Utiliza también el Teorema de la Bisectriz.

Problema 1.103 Observa que la linea DD pasa por P, es decir, P es el centro
radical de las tres circunferencias.

Problema 1.104 Sea T el punto donde se intersectan la linea AC y la linea
K N. Es facil ver que T es el centro radical de las circunferencias circunscritas a
los triangulos ABK N, AABC, y a la circunferencia circunscrita al cuadrildtero
ACNK. Por el Teorema de Miquel tenemos que TMNC' es un cuadrilatero
ciclico. Utiliza la potencia desde B y T' con respecto a algunas de las circunfe-
rencias.

Problema 1.105 Primero demuestra que DE es tangente al circulo. Después,
usa el mismo razonamiento que en el Ejemplo 1.8.1.

Problema 1.107 Como el cuadrilitero DECEF es ciclico, tenemos que
HE - -HF = HG>.

Problema 1.108 Sea € la circunferencia que pasa por P y es tangente a DC
en M. Como M es punto medio de DC, calculando a potencia desde D y C'
con respecto a €2, tenemos que D@ - DP = C'R - C'P, de donde se obtiene que
% = &E Ahora calcula 28 usando que ST || AB.

Problema 1.110 Sean Sy T los puntos de tangencia de la circunferencia con
el arco BD y la cuerda C'D, respectivamente. Demuestra que A, T'y S son
colineales. Usa que L ASD = LADT.

Problema 1.111 Sea X el punto donde la linea tangente al circuncirculo del
tridngulo AABC', através de A, corta alalinea BC. Como L X AN = LAMN =
90°, tenemos que XM - XN = XB - XC.
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Problema 1.112 Se resuelve de manera similar al Ejemplo 1.8.3.

Problema 1.113 Observa que d?> — R? es la potencia de P con respecto al
circuncirculo del tringulo AABC'". Prolonga BP hasta intersectar de nuevo al
circuncirculo en un punto 7. Nota que BP - PT = R? — d?. Usa Ley de Senos
para relacionar el drea ADEF con los lados de APTC'.

Problema 1.114 Demuestra que el cuadrilatero BNMC' es ciclico. Usa esto
para probar que el cuadrildtero ANM D también es ciclico.Después, usa que los
tres ejes radicales de tres circunferencias, tomadas por pares, concurren en un
punto.

Problema 1.115 Sea Z el segundo punto de interseccidn entre w; y ws. Obser-
ven que los puntos B, C' M y N estan en una misma circunferencia a la cual
llamaremos w3. Noten que A es el centro radical de wy, wo y ws. Con esto podran
demostrar que X, H, Z, y Y son colineales.

Problema 1.117 Dibuja el paralelogramo PQRS. Observa que a + ¢ es equi-
valente a la mitad del drea del paralelogramo mas la cuarta parte del area de
ABCD.

Problema 1.118 Su solucién es andloga a la del Ejemplo 1.9.4.

Problema 1.119 Sea I el incentro del tridangulo. Divide al tridngulo en los tres
tridngulos ABIC, ANAIB y AAIC, cada uno de los cuales tiene altura r.

Problema 1.120 Su demostracién es similar a la del Teorema de Brahmagupta
(Ejemplo 1.9.3).

Problema 1.121 Divide al triangulo es tres triangulos mediante los segmentos
que unen al punto dado con los vértices del tridngulo equilatero.

Problema 1.122 Observa que

|DBCG| BD+CG
|FBCE|  FB+CE’

después, considera los puntos X y Y sobre los rayos f@ y 1@ de manera que
BX =CGy CY = FB. Demuestra que XY es paralelo a DE.
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Problema 1.123 Calcula el area del tridngulo de varias maneras, utilizando la
féormula base por altura sobre 2 y con la demostrada en el Problema 1.119.

Problema 1.124 Sea P el punto donde LB intersecta a AC' y sea ) el punto
donde AN intersecta a BC'. Usando semejanza de triangulos, demuestra que

cP CQ

R R A

ac " Bo
Después utiliza el Teorema de los Tapetes.

Problema 1.126 La linea BM intersecta a HG en un punto X vy la linea
AL intersecta a HE en un punto Y. Se cumple que |[HCBX| = |BCFG]|,
|HCAY| = |ACDE|y |XBAY| = |ABML|. De aqui el problema se deduce
facilmente.

Problema 1.128 Aplica el Teorema de los Tapetes.

Problema 1.129 Demuestra que |[ADE| + |ABF| = |AFCE|. Después usa el
Teorema de los Tapetes.

Problema 1.130 Sea ABCDEF = H. Observa que existe un cuadrilatero de
area maxima inscrito en H cuyos vértices son vértices de H, supongamos que
éste es BC'E'F'. Considera un punto 7T en el interior del paralelogramo de manera
que AT es paralela a BC'y de la misma longitud que BC'. Usa las areas de los
paralelogramos obtenidos.

Sugerencias para los problemas del Capitulo 2.

Problema 2.1 Sean A, B, C, los vértices del tridngulo y sea M el punto medio
de BC. Para cualquier punto X en la recta AM, observa que los tridangulos
AXBM y AXCM tienen la misma altura desde X y las bases BM y C'M son
de la misma longitud, por lo que poseen dreas iguales. Aplica esta propiedad para
demostrar que si GG es el gravicentro, entonces los tridngulos AAGB y AAGC
tienen la misma drea. Juega con las dreas de los seis tridngulos en cuestidn para
obtener el resultado deseado.

Problema 2.2 Considera la siguiente figura, donde AABC' es un tridngulo,
M, N, P los puntos medios de sus lados, GG es el gravicentro y R es el punto
tal que el cuadrilatero M BN R es un paralelogramo. Prueba que también los
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cuadrildteros NRCM y ARCP son paralelogramos. Concluye que el tridngulo
AAMR es un tridngulo cuyos lados tienen la misma longitud que las medianas

del tridangulo. Finalmente, demuestre que el drea de AAMR es igual a 3/4 del
area de AABC.

Problema 2.3 Sea Mel punto medio de BC', y sea D el punto tal que M es punto
medio de AD. Demuestra que el cuadrilatero ABDC' es un paralelogramo. Aplica
la Ley del Paralelogramo (ver Teorema 1.5.2) y utiliza las igualdades AB = C'D,
AC = BD, AM = AD/2 para concluir el resultado.

Problema 2.4 Es inmediato utilizando el resultado del Problema 2.3. Otra ma-
nera, también basante rapida de resolverlo, es la siguiente: Suponga que las
medianas desde By C son iguales, y sean G el gravicentro y M el punto medio
de BC'. Como el gravicentro divide a las medianas en razén 2 : 1, y mg = mg,
se sigue que BG = C'G. Concluye que la mediana AM es mediatriz de BC'

Problema 2.5 Sea M el punto medio de AB, y sea W el pie de la perpendicular
de M sobre XY. Observa que MW es la recta media del trapecio ABY X, por
lo que su longitud es el promedio de AX y BY. Utiliza la semejanza de los
triangulos ACGZ y AMGW para concluir.

Problema 2.6 Sean ABCD el cuadrilatero, M el punto medio de CD, G vy
H los gravicentros de AACD y ABCD, respectivamente. Sea también P la
interseccion de las medianas AH y BG. Prueba que GH y AB son paralelas.

Problema 2.7 Aplica la desigualdad del tridngulo para demostrar que AB +
BD > AD. Repite el uso de la desigualdad del tridngulo para probar que 3/2s >
m. Para probar la otra desigualdad, considera el gravicentro G del triangulo
AABC. Por la desigualdad del triangulo, AG + GB > AB. Repite el uso de la
desigualdad del tridngulo y utiliza el hecho de que el gravicentro divide a cada
mediana en razén 2 : 1 para concluir.

Problema 2.8 Utiliza el resultado del Problema 2.3 y concluye con el Teorema
de Pitdgoras.

Problema 2.9 Sean M el punto medio de C;C5 y sea C” tal que M es punto me-
dio de C"C. Prueba que el tridngulo ACC"C} es congruente al triangulo AABC.
Muestra que los lados correspondientes de dichos tridngulos son perpendiculares
entre si.
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Problema 2.10 Considera el tridngulo equildtero A A, BC', con A, distinto de
Aj. Muestra que AC 1 A;B; es un paralelogramo y que el punto medio M de
BC también es punto medio de A; A;. Demuestra ademas, que si P es el punto
medio de A;C}, entonces M P = 1/2AC. Repite lo anterior para demostrar que
si O es el punto medio de AB, entonces PO = 1/2AC, y por lo tanto, AM PO
es equildtero. Concluye que BB; y NP son paralelas y que BB; = 2N P.

Problema 2.11 Sea D el punto medio de BC. Utiliza el resultado del Problema
2.3 para obtener que M D? = (2M B? + 2MC? — BC?)/4. Después, utiliza el
Teorema de Stewart (ver Problema 1.44) para probar que MG? = MA?/3 +
2M D?*/3—2AD?/9. Vuelve a utilizar el resultado del Problema 2.3 para expresar
AD? por medio de los lados del tridngulo AABC. Repite lo anterior para los
puntos medios los lados CA y AB.

Problema 2.12 Considera el punto medio de BC' y pruebe que pertenece al eje
radical de las dos circunferencias iniciales. Concluye que el cuadrildtero M NAB
es ciclico. Si Py @ son las intersecciones de la recta M N con los circuncirculos
de ABEN y ANAFEM, respectivamente, prueba que PB es paralela a AC'y que
QA es paralela a BC'. Finalmente, usa que MC' es paralela a PB para probar
que los circuncirculos de AMNC y APN B son tangentes.

Problema 2.13 Sea AABC' un triangulo rectangulo con hipotenusa BC'. Sea
D el pie de la altura desde A y M el punto medio de BC'. jCudl es la relacién
entre los dngulos A BAD, LKCAM y L ACB?

Problema 2.14 Sean {CBA =y £LBCA = 6. Expresa los angulos £L1BC,
LICB en funcién de 5y 6, y compruebe que su suma, més 90° + «/2, es igual
a 180°.

Problema 2.15 Sean P, (), R, S los puntos donde la circunferencia es tangente
a AB, BC, CD, DA, respectivamente. Nota que L AOB = {AOP + £POB
y exprésalo en términos de los dngulos LAy £ B del cuadrildtero ABCD.

Problema 2.16 Sea M el punto medio de BC' y sea I la interseccién del
segmento AM con la circunferencia. Utiliza el Teorema del angulo semi-inscrito
para probar que £IBC = LIC Ay que £ICB = £IBA. Concluye con el hecho
de que AM es mediatriz de BC'y que I pertenece a AM.

Problema 2.17 Utiliza el hecho de que D, M y L pertenecen a una recta paralela
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a BC' para demostrar que los tridngulos AMBD y ALCD son isésceles.

Problema 2.18 Utilizando repetidamente que la suma de los angulos internos
de un tridngulo es igual a 180°, demuestra que el problema es equivalente a
demostrar que L EBC + AECB + ADBC + £DCB = 24 FBC + 2{FCB.
Para probar esta dltima igualdad, verifica por separado que L EBC + A DBC =
2{FBC yque £ECB+ ADCB =2£LFCB.

Problema 2.19 Sean X, Y y Z los puntos de tangencia del incirculo en los
lados CA, CB y AB, respectivamente. Sea I el incentro. Muestra que AXITY
es un cuadrado, en el cual dos de sus lados son iguales a 7, y los otros dos lados
son iguales a (a +b—¢)/2.

Problema 2.20 Demuestra el siguiente resultado: P es el punto de tangencia
del incirculo de AXY Z enellado YZ siysélosiYP—-PZ =YX — XZ.
Posteriormente, aplica dicho resultado repetidamente en los tridngulos AABD,
NACD y ANABC.

Problema 2.21 Demuestra el siguiente resultado: P es el punto de tangencia
del incirculo de AXY Z conellado YZ siysélosi YP—-PZ =YX — XZ.
Posteriormente, aplique dicho resultado repetidamente en los triangulos A BAM
y ABCM.

Problema 2.23 Calcula el drea de AABC de dos maneras distintas:

|ABC‘_a-b-sen(2a)
N 2
y como
IC,BD|+|CDA|_a~l-senoz b-l-sena

2

Problema 2.24 Utiliza el hecho de que ABLC' es un cuadrilatero ciclico para
probar que los tridangulos AABD y AALC son semejantes.

Problema 2.25 Utiliza el resultado del Ejemplo 2.2.2 y que el gravicentro divide
a las medianas en razén 2 : 1.

Problema 2.26 Demuestra que existe un punto F' sobre BC tal que BD =
BFyAE = AF. Demuestra después que los tridngulos ABDI y ABFI son
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congruentes, al igual que AAET y ANAFI. Concluye que los dngulos A DIB,
AFIBy ALFIA son iguales a 60°. Usa esto para concluir que L BCA = 60°.

Problema 2.27 Por el resultado del Problema 2.14 tenemos que £ BIC' = 120°,
de aqui se sigue que el cuadrildtero AC"I B’ es ciclico. Después usa que a angulos
inscritos iguales les corresponden cuerdas iguales.

Problema 2.28 Sea P la proyeccién a alguna de las bisectrices del dngulo £ B.
Sea X la interseccion de AP con BC. Demuestra que AABX es isdsceles y que
P es punto medio de AX.

Problema 2.29 Este problema estd demostrado en el Ejemplo 4.2.1.

Problema 2.30 Sean I el incentro y O el circuncentro de AABC. Considera
los excirculos relativos a los vértices A y C del tridngulo AABC, y sean Py
@ los puntos de tangencia en los lados BC'y AB, respectivamente. Sea R la
reflexion de I respecto de O. Prueba que RP es perpendicular a BC'y RQ)
es perpendicular a AB. Después prueba que M NQP es un trapecio isosceles.
Concluye que los cuadrilateros BPR(Q) y M NQP son ciclicos y que BR es
perpendicular a M N. Prueba también que K[ es paralela a BR.

Problema 2.31 Por construccién, E'F' es mediatriz de AO. Por ello, y por ser
O el centro de I', prueba que A es el punto medio del arco E'F. Siguiendo el
Ejemplo 2.2.4, basta probar que AJ = AF. Pruebe que AF = AO, y que los
triangulos AAOD y ANOAJ son congruentes.

Problema 2.32
Problema 2.33
Problema 2.34

Problema 2.35 Sea AABC un tridangulo de ortocentro H, sea L el pie de la
altura sobre BC' y sea D la reflexion de H con respecto a BC'. Demuestra que
ALHC = LABC. Después, demuestra que los triangulos ALDC' 'y ALHC
son congruentes.

Problema 2.36 Sea P la reflexion de H con respecto a BC'. Por el Problema
2.35, P pertenece al circuncirculo de AABC. Calcula de dos formas diferentes
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la potencia de D con respecto al circuncirculo de AABC.

Problema 2.37 Sea AABC el tridngulo, H su ortocentro y E, F los pies
de las alturas desde B, C, respectivamente. Calcula de dos maneras diferentes
la potencia de H con respecto a la circunferencia de didmetro BC'. Repite lo
anterior con la circunferencia de didmetro AC.

Problema 2.38 Prueba que K BAC + £BHC = 180°. Utiliza la Ley de Senos
y concluye que los circuncirculos de ABAC y ABHC tienen el mismo radio.
Repite lo anterior para los circuncirculos restantes.

Problema 2.39 Sean D, E, F los pies de las alturas desde A, B, C'y sea H
el otrocentro del tridngulo AABC. Demuestra que los cuadrildteros HDBF'y
HDCFE son ciclicos, y que {HBA = L{HCA =90° — LBAC.

Problema 2.40 Observa que los triangulos AABK, AABH y ANABC tienen
la base AB en comun. A partir de ello, muestra que la igualdad a demostrar es
equivalente a KF? = CF - HF, donde F es el pie de la altura desde A. Utiliza
el resultado del Problema 2.36 y la semejanza entre los tridngulos AKAF y
ABKF.

Problema 2.42
Problema 2.43
Problema 2.44
Problema 2.45
Problema 2.46
Problema 2.47

Problema 3.10 Sea T el punto donde se intersectan las lineas BQ) y C'N. Aplica
el Teorema de Menelao dos veces en el triangulo AT BC, con los puntos N, P, R
y Q, M, S. Para simplificar, usa que la potencia desde B y C' es igual.

Problema 3.25 Sea D el punto medio del lado BC. Demuestra que DM PN
es un rombo.
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